Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 






•'•^ 



f*: 



f 






v - 




^...îi 






37 



1 

k 



CO U RS 

DE MATHÉMATIQUES, 



A * X' u s A G E 



CORPS ROYAL DE L'ARTILLERIE. 

TOME'TROISIÊME. 

Contenant les Pnodpes généraux de U Mécanique , 
& IUydrostatique; précédés des Principes do 
Calcul qui fervent d'inuoduâioo aux Scieuces Fbyfîcâ-* 

mathématiques. 

Par M.BÉZOVT, de tÂcadhùe iKyyaîe des Scîenca 
& de celle de Maine ^ Examinateur des Elèves & des 
jijpirans du Corps royal de tArûUene, Sf des Gardes 
eu PayUlon & de la Mannes Cei^èur royal, 

^ '/ 





A P A R I S, 

De l'Imprimerie de Ph.-D. PIERRES, 
Premier Imprimeur Ordinaire du Roi , rue S. Jacques, 



M, DC& LXXXVIII. 

Avec Jppiobaiiott, &* Privilège du Roi. 



• '* 



• 



lo-H'Jf 



3U9J mmammÊmmÊÊÊÊÊÊmmÊÊÊ^ÊmÊÊÊiÊÊtmmmmmmmmÊÊÊÊmmmmmmm 

AVERTISSEMENT, 

yV ou s avons fait précéder les Prin^ 
cipes généraux de la Mécanique , des 
Principes de Calcul qui fervent d'in- 
troduBion aux Sciences P hyjico-mathé' 
matiques , k caufe de t utilité de ces 
calculs dans la Mécanique* Ayant fait 
la même chofe dans le Cours h l'ufàge de 
la Marine , quelques perfonnes ont penfé 
que nous avions affujetti l'étude des Prin- 

^ cipes de la Mécanique a ces calculs : ceji 
une erreur que nous croyons devoir pré- 

^ venir ici* Tout ce que l'on trouve ordinal^ 
rement dans les Livres de Mécanique, 
expliqué fans lefecours de ces calculs ^ fi 
trouve également ici expliqué fans ces 
mêmes calculs; enforte que ceux qui veu* 
lentfe borner à ce que l'on trouvé le pluSi 
communément dans les Livres y fe fatisfe^ 
ront en pajfant tout ce qui portera l'etn^ 
preinte de ces méthodes^ 
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PRINCIPES 
DE CALCUL. 

Qui fervent cCIntroiuSion aulx Sciencéi 
Phyjico-mathémaàques. 

•" ' '• ' ' ' » 

NOTIONS PRÉLIMINAIAES. 

i, IN o u s avons donné jurqulcî les th^îeA 
n^ceiïaires pout calculer les quantités , dans tel 
^ut de grandeur quon puilfe les fujipûrer. MiU 
nous n^avons point confidét'é les variations pat 
lefquelles ces quantités arrivent i tel ou tel eut 
de grandeur. Ce nouvel objet k conGdéfet dans 
les quantités » donne lieu à une autt-e branche 
. de l'Analyfe, qui eft de la plus grande utilité 
dans les Sciences Phyfico- mathématiques & prin- 
cipaUoiertt dans la Méchanique, où l'on ne par- 
Mécani^ue, I. tan, A 



2 Cours 

vient fouvent à déterminer les rapports des quan- 
tités qui entrent dans les queftions relatives â 
cette fcience ^ qu'après avoir confîdéré les rap- 
ports de leurs variations ^ ceft-à-dire, des accroît 
femens au des dioiinutioos qu'elles reçoivent à chaque 
.: inftant. 

'Nous allons donc ^ avant que d entrer en Méca- 
nique 5 nous arrêter quelques momens fur cette 
partie du calcul qui a pouç objet de décompofec 
les quantités jufques dans leurs Elémens ^ & de re^ 
yenir de ces Èlémens aux quantités mêmes. A pro- 
prement parler , ce n eft point une nouvelle mé- 
thode de calcul , <{\xe nous allons expofer ; c eft 
. une application des méthodes de la troifîème partie , 
& même une fimpliBcation de ces^ règles. 

2. Nous nous propofons deux objets. Le ' 
premier ^ d'enfeigner à defcendre des quantités i 
leurs Elémens : & la méthode pour y parvenir 
s'appelle Calcul difftrentid. Le fécond nous mon- 
trera la routfe pour revenir des Elémens des quan- 
tités, aux quantités mêmes, & nous appellerons 
cette méthode Calcul intégral. 

5. Comme nous allons confidérer les quantités 
relativement à leurs Elémens , c'eft-à-dire , rela- 
tivement à leurs accroifTemens infiniment petits ^ 
il convient» avant que d^aller plus loin, d'expofer 
ce que nous entendons par quantités infiniment 
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f^etites , infinies ^ &c. & de faire connoitre la fubof^* 
dinatiôn qu'on doit mettre entre ces quantités dans 
le calcuL 

Nous difons qu'une quantité eft ïhfinie Ou înfl-* 
niment petit© à Tégard d'une autre , lorfqu il n'eft 
pas poiEble d^aflîgner aucune quantité affez grande 
ou z&t petite pour exprimer le rapport de ces 
deuxJà, c eft- à- dire, le nombre de fois que Tun^ 
contient 1 autreé 

4» Comme une quantité ne peut, fans ceflet 
• d'être quantité, cefler d'être fufceptiWe d'augmen- 
jatîon ou de diminution , il n'y a point de quan-^ 
tité fi petite ou fi grande à l'égard d'une autre , 
que Ton ne puifle en concevoir une troifième ârifi- 
niment plus petite ou plus grandeé 

Par exemple » (l d» eft iafiaie i IVgard de a , quoique 
iè%Aùi% il foit irapoffiblc d*affigocf leur rappprt, cela n'em- 
pêche point que je ne puifle concevoir une troifième quan* 
licé qui foit à l'égard de x , ce que * eft i Tégard de a : 
c*cft-i-dire, qui foit le quacriinse teimc d'une proportion donc 
les trois premiers ièroient - : * : : « : ; ce quacrièm* 

terme qui eft — ^ fera donc infiniment plus grand que x pniC 

(gu'il contient x autant que j» eft fuppofi( contenir a. De même ^ 
rien ne m'empêche de concevoir le quacrième terme de ceue 
proportion x : a ; i a : '^ & ce quatrième terme qui fera 

I Ctra infiniment plus petit <pt a, puMqu'il doit è»# 

A »i 



a* 



# 
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conctfnti dans à > a.:cant c|ue celui-ci eft CuppoCé contenu ^ans »^ 
Rien ne borne l'imaginacion i cec égard , & Ton peut conce- 
voir de même une nouvelle quancicé qui fou encore Infini- 

mem plus pecke,â l'égard de , que celle-ci ne Teft i 

su 

l'égard de a. On appelle cela des infinis ou des infiniment 

petits de différens ordres. 

£n général le produit de deux quantités inSnies 
ou ifiBniment petites du premier ordre eft infini- 
ment plus grand ou infiniment plus petit que chacun 
de fes deux faâeurs. 

En effet, xy z y : : X : i 'f ot û X eik infini , il contient 
une infinité de fois l'unité^ donc Ky contient une infinité de 
fois j\ 

Un raifonnement lemblable fait voir qu'un pro-- 
duit ou une puiflfance de tant de ^imendons qu'on 
voudra ^ & dont tous les faâeu'^ font infinis du 
premier ordre , eft d'un ordre d infini marqué par 
le nombre de fes faâeurs. 

Alnfi lorfque x e(l infini, x^ eft infini du quatrième ordre, 
c'eft - â - dire , > infiniment plus grand que x' , qui eu infini^* 
ment plus grand que x"^ , qui lui - même efl infiniment plus 
grand que x. En effet x^ : x^ : : jc» : x* ::«*:«: s 
» : I. Ce fcroit le contraire fi x étoit infiniment petit; 
alors x^ feroit infiniment petit du quatrième ordre , c'eft • â - 
dire, infiniment plus petit que sc^ ; celui ^-d infiniment plus 
petit que x* , & ce dernier infiniment plus petit que x^ 
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Maïs (T un produit n'a pas tous fes faâeurs 
ksfinis , alor; foA ordre d'infini ne doit fe déter- 
miner que par le nombre de fes faâeurs infinis. 

*, • * 

AlaG axy n^eft qnc du même ordre que xy i en tSét 
a xy : xf : : a : I y & ce detnier rapport peut être ^vahié^*^ 
& ^ me quantité finie. 

Kematquon$ bien cette différence dans la^cotn^ 
paraifon des: infinis ou infiniment petits j ent^eux 
ou à i'qgaçd des quantités relativement auxquelles, 
ils font infinis qu infiniment petits^ Si x eft infini 
à l'égard de tf ,.rîen ne peut mefurer leur rapport;, 
mais dans la même fuppofîtion» le rapport- de jt à 
X multiplié ou divifé par tel nombre fini que roty 
voudra 9 eft un rapport fini; aînfi\^ infini ou infi-^ 
niment petit eft incomparable à Tégard de a, fup-«> 
pofé un nombre fini; mais il ne Teft point à Tégard, 
de tf X , puifqjie. x eft à tf ^v :. ; i :. a^ ' 

%. Fbuf exprimer par te calcul , qa*une quantité 
X eft infime à Tégard d*une autre quantité ii ; ou., ce, 
qui ^ft la même chofe , pour exprimer que a eft 
infiniment petit à Pégard de x ^iX faut , dans Tèx-^ 
prefEon algébrique où ces quantités f©- trouveroîent 
enfemble, rejeter toutes les puiflTances de x ihfé* 
rieureâ à k pkis élevée >. & pac coaféquent aujÛt 
tpus les teripQ$ faos x^ 

f 4r exemple ^ fi dans -^ — r- > on fuppofe ^ infini, d; 



\ 



^ Cours 

plus ep pit2s Je Vunhé , &-on conjolc qoe jamais Vis ne peiH 
veoc pailèi; cecce limice. Ciiaque terme peut écre repréfenté 

par ■ ■ , en .metc^t pouç x le iiiunëro de ce terme. 

fuis ëonc que les termes approchent dos cefle it Ifunîcé » 
fc d'autant plus qu'ils s'éloignent plus de Tori^e , ils n'anein* 
droat donc cette limite qu'4 une diflancc infinie de l'origine } 
donc pour avoir le dernier terme dç cette fôrie, il £\ut fup- 

ppfer dans ^ que x eft infini ; or conformément ai^ 

iprinojpe , oette quanpté (ê réduit alors i --* , c'eft*â-ttre à 

X 

« 

I : donc l'oraiflion du terme -f- 1 dans « loin d'al- 

Jt -H I 

^rcç la cpndufion , eft au contraire ce qui la donpe tella 

qu'elle doit éc;^. En un mot,- en £ii(ànt cette omiffion i on 

figit conféquemment i la fuppofitlon qn*on a Êute* 

Telle eft la fuboFclInation qu^on doit mettre dans 
Iç calcul a encre les quantités infinies Qu infiniment 
petites de différent ordres. IV^ais danç Tapplicatioii 
de ce principe fur Ipiniffipn des qqanti^és^^ il peuç 
fQ prcfenter quelques cas fur lefquels il eft bon dç 
prévenir le leâeur, 

Suppofons qu'on ait les deux quantités .,•••• , 
^ X r-h il ;r-+-fc, 6c xx-\rax^c; lorf- 
que X eft infini , il eft indubitable que chacun 
fe réduit à Jr x ; enforte que leus différence femble 
ftre ^éro, dans ce cas, quoique réellement elle (bic 
f _. i ç^ b ^. c. Yqiqi la foI^tio^ dç çet^ 
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La différence de ces deux quantités eft réellement 
c — fc ou t «^ — c; mais lorfqu'on cherche cettQ 
différence après avoir fuppofé x infini dans chacune ^ 
€*eft ^demander ce que cette différence eft pat 
rapport à ces quantités mçmesj or comme elles 
ibnt alors infinies chacune , on doit trouver ^ 
comme on le trouve en effet, que cette différence 
eft zéro par rapport à elles. Lors donc qu'on 
demande ce que devient par la fuppofition de x 
infini, le réfultat de certaines opérations fur plufieur^ 
quantités ; ç'eft dans le réfultat même qu*on doit 
exécuter la règle donnée cideffus, & non pas dans 
chacune des queftions féparément priies. 

C'cft aîn({ qtt'oQ trouvera que la fbmtne i^t ^^ x x ^ 

a X ^ h & :cj»-i-3x-f-^, lorfque x eft infioi , (ç 

réduit i ax + ^ X ; car en général , elle eft ax '^ h» 

4- ^ «f- f « qui lorfque x oft îafini , (e réduit à àx M- A «• 

Pareillement , fj Ton avqit «— V(xX'-^bb)i cette 

quantité , lorCque x eft infini , (èmble être xéro. Mais comme . 

V (k X -^ tb ) f n'eft Qu'une indication de ^la racine da 

XX — ih y il faut y pour avoir fa différence avec x , réduire 

^x '^ hh en férié (Alg. 133); alors la quantité x '— /j 

h h h^ 

(xx '^ hh\ fera jc ^ « 4- -| , &c« q% 

^ •' zx %x> 

.j_ 4* -- — -- «f. , &ç, qui lorfque se eft infini par rapport 
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É L É ME N S 

DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

6. 1^ o R s Q u £ Ton conGdère une quantité 
Variable Comme croiflant par degrés infiniment 
petits ; fî Ton veut connoître la valeur de ces 
accroilTemens ^ ce qui fe préfente de plus naturel » 
cft de déterminer la valeur de cette quantité pour 
un inftant quelconque » & la valeur de cette même 
quantité pour Tinflant immédiatement fuivant : alors 
la dififérence de- ces deux valeurs eft TaccroiC* 
fement ou la diminution que cette quantité reçoit i 
c*eft aufli ce qu*on appelle la différence ou la diffé^, 
rentiellc de cette quantités 

7. Pour marquer la différentielle d^une quantité- 
variable fimple , comme x ou ^ , on écrit dx, oa 
à y ; c*eft-à-dire , qu'on fait précéder cette variable ^ 
de la lettre d initiale du mot différence. Mais 
lorfqu'on veut indiquer la différentielle d'une quan- 
tité compofée comme x* ou j *' H- 3 ** ou 
l^ {x^ — aa) ^ &c. on renferme cette quantité 
entre deux parenthèfes que Ton fait précéder de la 
lettre^ ; ainC Ton écrit d(^x^)^di%x^ -4- 3**)» 

Dorénavant nous repréfenterons les quantités 
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variables , par les dernières lettres t^ u^ ^9 y y { 
de TAIphabet; & les conftantes, ou celles qui 
confervent toujours la piéme valeur , nous les repré«- 
fenterons par les premières lettres a , b ^ c , &c« 
& lorfque nous en uferons autrement ^ nous en 
avertirons. Quant à la lettre d elle ne fera em* 
ploy^e à d'autre ufage qu'à défigner la difierentielle 
de la quantité qu'elle précédera. 

8* Suivant l'idée que nous venons de donner 
de la dififérentielle d'une quantité, on voit que pour 
avoir la différentielle lorfque la quantité ne ren- 
ferme que des variables au premier degré & non 
multipliées ni divifées les unes par les autres , il n'y 
a autre chofe à &ire qu'à affeâer chaque vari:;ble 
de la caraâériftique ^ , en confervant d'ailleurs le 
iigna de chacune. 

Par exemple y la difTérenclelle Je » -^-jr — ^ (èra dx -^ 
Jy .^ d\. En effet , pour avoir cette difFérenûcUe , il fan-* 
droit coofîd^rer x comme devenant x «f- dx ; y comme 
devenant y "^ ^y > ^ 1 comme devenant \ -4^ d^i alors 
la quantité propofife , qui eft adluellcment « -H y — f » de« 
viendrojt X'^dx'^y^dy-^^ mmm d\i prcaanc donc 
la différence de ces deux états , on aura « -+- <^ * -f* > -f- 
^y — ? — ^î — «— y-h^; c*cft-i-dirc , dx -^ dy 
^^ d\ pour la dlfKreKielie. 

Il en feroit de mcme » fi les variables qui entrent 
dans la quantité propofée^ avoient des çoëfficieos 

PH mwltipUçawwrs çonft^ns^ 
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Ain^ la- difSrentidle de 5 Jc 4- ^y, eft 5 ^x 4- tijtf 
c^llc de tf X -+- ify, oft adx -f- bdy i tVL cfFcc, lorCjuc « 
&^ deviennent «-h^5?&jfH-Jj^, la quantité ax^^hy 
devient a(X'^dx)^h(y^ à y ) , c'c/t - â - dire,, 
ax '^ aix "^ hy ^ h dy ; donc la difFérence dès deux 
ixBXs y ou la différentielle , t^ adx H- ^dy s c'eft - à - dire , 
qu'çn général ^ U faut aSeûer chaque variable de la caraâé^ 
riftjque d. 

Si dans la quantité propofée il y avoît un terme 
tout confiant , la difFérentielle feroit la même quQ 
s*îl n'y étoit point. C*eft à-dire , que la différen- 
tielle de ce terme feroit zéro \ cela eft évident ^ 
pulfque la différentielle n'étant autre chofe que 
TaccroifTement ^^ une quantité conftant;e ne peut 
avoir de différentielle fans cefler d'être confiante^ 

Ainfi la différentielle de a» H- 3 eff fiqaplement adxk 

p. Lorfqut fes quantités variables font fimpltSj^ 
mais multipliées entr^elles, alors il faut fuivre cettQ 
règle. . . , • Différencie^ fuccejjivement par rapport à. 
chaque variable ^ comme fi tout le refie étoit mic 
multiplicateur confiant \ 

Par exemple, pour différencier xy^ je différencie d'abord 
comme H x étoit confiant, & j'ai xdys pqis je diffé-%. 



* Pour éviter Téquivo^ue dans 

. |a ipanicrç ci*ccprc , ij cpoviepdra 

4'4cHre la dernière, U v^riablq ()wi 



devra être aliénée de l^ çara^çri(« 
tique ^K 
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lencie la mâroe qaaodcé xy comme fi y ttoiii confiant « 
& Î'm yix'y enibice que U diffétendelle totale icxy eàxdy 

9 
t 

. La tai(bn de cette rè^Ie Ce trouvera ea remoatant au principfé 
Poat avoir la différenùelie de xy^ il faut conûdérer x comme 
devenant x + dx^ c'e/l- à-dire , augmentant de la quancité in- 
finioient petite ^jt» ôcy comme devenant y-k'dy^ c'eS-â-dire» 
augmentant de la quantité infiniment petite Jy/^alors xy d»- 
TJcnt {^X'^dx)'K (y'¥dy) ^ c'cft-â^rc , «y 4- xdy 4^ 
ydx -^'dydx ; donc Ja diâerence des deux états ^ on la dif* 
férentîeile, cft>:y ^^xdy -^ydx'^dydx — xy^ovLxdy"^ 
ydx -^dydx; mais pour que le calcul exprime que dy 9f.dx 
font des quantités infiniment petites , comme on le fuppofè , 
il faut (^) omettre dydx qui (4) eft infinikneût petit du fé- 
cond ordre , & par conféquent infiniment peti» a l'égard de 
xdy Se ydx qui font infiniment petits du premier; donc enfift 
la différentielle de xy ou d (xy) eft xdy ^ ydx y comme le 
donne la règle. 

Oa trouvera de même, en fuivanc la régie., que la différent 
lielle de xy{^ eft xyd\^ -H x^dy H- ^ {[</*, en différenciant 
d*abord comme Ifi xy étoit confiant, puis ôomme ûx^ étoïc 
confiant! & enfin comme fî^^ étoit confiant. Et on le démon** 
trera comme ci-deflus / en regardant x ^ y 8c i comme de« 
venus * -4- </*, y -f-iiy, &^ -f. rf£; auquel cas xyi devient 
(x -H dx) (y H- dy) (i -h d^) ouxyi^- xyd^ 4- xidy-^i 
yidx 4- ydxdi 4- \dydx 4- xdi^dy 4- dxdyd\ ; donc 
la différence des deux états (èra , après avoir réduit & rejette 
les infiniment petits du (ècond & du troifième ordre, xyd^-^ 
x^dy 'i-y^dx^ ainfi que le donne la règle. 
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10. St la quantité propdfée eft une f)u!(tân<ftf 
quelconque d'une quantité variable , alors fuive:^ 
cette règle ; Multiflït\ par Pexpofant , diminuei cet 
expafant d'une unité 6* mulnplici par la différcn^^ 
tielle de la i^ariable. 

Ainfi pour appliquer la règle i ^* , j'aurai txdx^ en 
multipliant par l'espolànt i , diminuaac i'expofkat i de f ^ 
Je multipliant enfin par U difFércntielle dx de la vaiiable x^ 
On trouvera de même que la di£Férentiplle At x^ e(k ix^dxg 
celle de *♦ , j^x^ix} celle de x— ', — «— •Jat; celle de 

• 

«— ', — 3«— *ix; celle de x* eft ix'^^ ix; celle dt 

x^ efi f x^ //*:&, en général, celle de x*", eft «**"' </x^ 
quel que (bit d'ailleurs l'eipolant m y poficif ou négatif, entici 
ou fra^ionnaire< 

Pour trouver la raj(bn de Cette règle, remontons encoiK 
au principe. Regardons x comme devenant x H- dx^ {ds 
étant infiniment petit); alors x* devient ( X'^dx)^; c'eft-- 
i-dire, en appliquant les règles données (Alg. n^)» deviexK* 

jc« 4- m**'' 4^« 4- ni • »*""* J«* 4- &c, oit 

( parce que le terme m • . • «* " * J jc* eft infini^ 

inenc petit du Tecond ordre, & que les fuivans feroienc 
«ncore d'ordres inférieurs ) , devient .r* -+■ »»«" — ' dx4 
donc kl différence des deux états , ou la diSérentielle de 
^,eft *• -f- mx^-'dx — *"», c'eft-â-dire , mx^'^dx^ 
S'il y avoit an coefficient ou multiplicateur conftant , cela 
n'apporteroit aucun changement ; il refteroit dans la différea-v 
tielle tel qu'il eft dans la quantité î ainfi d ( a xT ) eft 
max^r* dx^ 
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ix« Voilà tout ce qu'il eft nécefTaire de favoic 
pour être en écat de difFére'ncier toutes fortes dt 
quantités algébriques ; ainfi tout ce qui va fuivre , 
ne fera plus qu'une application de ces règles. 

12. Si l'oA avoît — y c'eft-â-dlre, une fraâion^ ou 

y 

écriroic ainfi cette quantitë xy^^\ félon ce qai a été en&igné 
(^ig* 118); & alors appliquant la règle «lonnée (9)., on 
auroît d ( xy^ *) ss xd (y~ ' ) -f. jf " ' i * , 8c par confia 
qucnt (io)d{xy^) =s — xy"*' dy -+• y'^ dx. 

,xdy àx 



S Ton réduit cette quantité , on aura — 



f j 



oa 2. !r Z., od l'on voit que la diffiirenâdle d'une 

y' . 

fraction — , eft égale â la différentielle Jx du numériteur," 

multipliée par le dénominateur y , moins la différentielle dy 
du dénominateur f multipliée par le numérateur x, le tout 
divîTé par le quarré du dénominateur ; k. c'eft la règle qu^ 
Ton donne ordinairement poor différencier les fraélions ; mais 
on peut fe dirpenfer y comme on le voit , de charger encore 
là mémoire de cette nouvelle règle : il fuffit de faire paSèr le 

• 

dénominateur au numérateur^lêlon la règle donnée (Alg* ixS) 
6c de difiérencier enfiihe. 

13* Si l'on Teut différencier ax^y^ ^ on regardera d*a{K>t4 
ir' & y^ comme deux variables (impies 9 & ( ^ } on aura 
d i^ax^y^) =;: a*»(l (^*) -f- a.y^ d (x* ) ; puis (10) on 
aura d {ax^y*) = %ax^ydy -+- ^ay*x^ dx. En général 
d (.ax'^y) = ax^ ^O") + ayd(:^) = n^xT^^y 
dy '^may* xl^'^dx^ . 
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i^t* Si la qutntî:^ qu'on veut <Dfférenc!er, tft complexe^ 
mais (ans renfermer de puiflances de quancicés compleies , àh 
diâéreaeiera fôparément chacun àc% termes qui la compofeac; 
ainfi i [ax^ -h ^x* -f- cxy) =3 ^ax^d» -h làxdx-h 

cxdy-hcydx. De même d(ax* -hîx ^ î^ )=</(**• 

.H- 3 5ff 4- ex"* j) = zaxdx + hdx — icx'ijJx -H 
cx'^dji De même d(xiy 4- tf^* -H ^» J = ix^ydx -H 
«' (/^ -H 1 tf j dy ^ tn (è rappellam qaç la cooftaaie ^* n'a 
point de difierencielle j ou que fa diâërencielle eft zértf. 

s^. S'il y a un ex|>o(àtft total ^ comme ^ans (éi ^ ^jc -f^ 
rx*)') on regardera toute la quantité afiè£léé Je cet Qzpo£mt, 
comme une ièule rarlable que Ton différenciera (èlon la règle 
donnée (10) pour les puiiTàhces; ainfi d[a + Bx -f- cx^^^ 
s= j ^tf-h^*-4-cjc*)*x<£ftf -I- 3«-4-cx*J| =3 
5Y^ -h ^of -f- ira:»/ X f^^x + xcxdx). De mên^è 

^ (4 -4- ht^)^ X 1 J*i/* i= ^ijfrf* (a -+- ^j»»;^* 

i^é Si la quantité étant toujours complexe, étok d'ailleur# 
compofée de diSéretis faâcurs ^ on regarderoit ohaque (aâeut 
comme une variable fimple , & l'on fuivroît la règle qui a été 
donnée (^) pour uii produit de pîufieurs variables fimples) 

ainfi x> {a ''^ hx^ )^ qu'on peut regarder comme com^ 

f ofi! des deux faéieurs «J & (^ 4- ^ x»)"^ , donnera â 

ff ) if (^ <f 4. j X' ^ 7 qui , par le» règles i^réeédentes ^ 
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5 ic» dx (a -♦- bx\)^ -h^bx^ dx (a^ Bx^jr, Parcjl* 
' ■ ^/.^ ) = di(x'ha)i X fjT -f- *;-»J 

«= C* «I- ay i(x-^r *;■* *«- r« -»- *;-> «f c« H- 4;»; 

«Tea-l-tlite = — t C« +• aj» Çx H- h)-* dx ^ 

f r* *+- *>"* C» •*- «)* *'*» qui fe change en 
xfxj^ay dx i (x -¥■ a)*dx 

(x-^ yi — xa) f«-t- a)* dx 

r* -H *;• 

t/. â la quantité pto^oRe <ft ra<IlcaJe » on fubC 
titaera aux radicaux, des eipofans ftadUonnaires , cornmtf 
il a été earèigné C-*'^. lo,), & l'on diffe'rencieta 
«nfiùie felon les règles ci-defllu. Ainfi d (^x) =s 

ix-'Tdxidl\/{aa-^xit)l-=d(aa — xxp s=s 
rt-mx^-* dx C«-+- ^x»; t. 

Des Dijffêrences fécondes , troifièmes , £»<?; 

18. lodépendamment des difTérentielIes quo 
Aous venons de confîdérer, & quon appelle DiT- 
férences premières , on confidère auflî les différences 
Micaniqut. I. Part. B 
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frondes , troijîèmes , &c. Pour marquer celles-ci , 
on fait précéder la variable , de deux lettres d ^ 
i] s*agit d'une différence féconde ; de trois lettres d ^ 
s'il s'agit d*une différence troifîème , & aînfi de 
fuite ] par exemple, ddx marque la différence 
féconde de x. 

Lorfqu il s'agit des différences fécondes , on 
regarde la variable comme augmentant par degrés 
inégaux , mais dont la différence eft infiniment 
petite à l'égard de ces accroîlfemens mêmes. Aînfi 
ddx eft infiniment petite à l'égard de dx. De 
nicme , dans les différences troifïcmes , dddx ou. 
d^x (car on les marque également de ces deux 
manières) eft infiniment petite à l'égard de ddxi 

& ainC de fuite. 

Pour marquer le quarré de dx , on devroît 
naturellement écrire, {dxY'y mais pour fimplifier 
on écrit ^j;% ce qui ne peut caufer de méprife, & 
ctre pris pour la différentielle de a% que nous 
fommès convenus de marquer aihfî d(x*). 

Obfervons bien que quoique ddx Se dx* foient 
tous deux infiniment petits du fécond ordre, ces 
deux quantités ne font pas égales entr*elles ; ddx 
eft h différence féconde de x , ou la différence de 
deux différences conféculives de jc; & dx* eft le 
quarré At dx. 

Four déterminer les différences fécondes ^ ce qui* 



fe ]^réfente naturellement eft de confidérer la quarts' 
tité variable ^ danj trois états confécutifs , infir^ 
niment voifins ^ prendre la ditferedce du fécond 
état au premier , celle du troifième au fécond ; & 
enfin prendre la différence de ces deux différences»' 
Par exempte^ le premier état de x eft x ; au fécond 
înftant ^ x augmente de la quantité dx &c devient 
;r^- àx ; dans Tinflant fuîvant, x -^ dx aug- 
ttiente de la quantité d x -^^ d [dx) ^ d {dx) 
marquant ce dont raçcroîflement du fécond inftant 
furpaiïe celui du premier, où la diflFérence de dx; 
Ainfî les trois états confécutifs de la quantité x, 
font X, *-l- 4*, ;c-+- 2dx -^ d {dx). La 
différence du fécond & du premier eft dx ; celle 
du troifième & du fécond %ïi d x -^ d [dx) ^ 
enfin la différence de ces deux différences ou U 
différence féconde de :ir, eft d {dx) ; on a donc 
ddx = d {dx). Donc pour avoir les différences 
fécondes j il faut différencier les différences premières 
félon les règles qui ont été données^ pour avoir 
telles'cip 

m 

Par exemple , pour avoir la différenée féconde de ^ y : 
je prends (à différence première qui e^ -xdy -^ ydx ; 
je différencie luaincenatit celle- ci, « comme (\ x 6c d x ^ 
y 8c dy écoient autant de variables différences , & j'ai 
»iày -f* dydx *f- dydx p-f-. yddx^ ou xddy -H 
%dyix + yddx. PardUcment ^ la dififirence' féconda 



20 



Cours 



ic x^ tt trouvera en difR rendant d'abord «*, ce qid 
donne % x i^ ; puis différenciant %xdx comme fi si 
èc dx iioïtnx deux variables finies , ce qui donnera 
txddx + xdx^. On trouvera de même que* » • • 
dd (flx") Œss di^mas^'-^dx) = «.(m — ï) ax^^dx^ 
^ max'^^^ddx'^. 

Si^ l'on avoit i difTérencier une quantité dans laquelle 
il entre déjà des différences premières , foit qu'elle vînt 
ou ne vint pas d'une différenciation exaâe , on futvroic 
la même méthode, Ainfi d {xdy) == xddy -f- dxdy. 

Pareillement d (— ^) = d (*^'iy) = — *-» dxiy 

X 

^ x-'ddy. De même d (--r^) = ^ ^dxdy^^) s=3 



dy 



ddxdy'^ -^ dxdy'^ddy 



ddx 
dy 



' dxddy 



ip. Il arrive fouvent que dans les calculs où il 
entre pludeurs variables , on fuppofe confiante la 
différence première de Tune de ces variables. Cette 
iuppofition qui eft permife, parce qu*on peut tou- 
jours prendre une des différences premières pour 



* Il peut fe prëfenter , fur 
celte manière de prendre les diF- 
ftrences fécondes , une difficulté 
oaMl e(l bon de prévenir. Quand 
on détermine les différences pre- 
mières , on rejette les quantités 
infiniment petites du fécond ordre -, 
or les différences fécondes éhnt 
auin infiniment petites du fécond 
ordre , ne doit- on pas craindre 
que ce qu*on a rejeté dai^ i*c- 



valuaiîon des premières y ne rend« 
les fécondes défeâueufes 1 Non , 
parce que cet infînimeoc petit dit 
fécond ordre , qu*on a rejeté , 
ne peut donner pour fa ditféren* 
tielle qu*un infiniment petit dit 
troifîème ordre , qui doit être rejeté 
Tis-à-vis de la diâRrence féconde, 
puifque celle-ci e(l infîn'mcnt petite 
du fécond. 
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lerme fixe de comparaifbn des dlfifcrences pre- 
mières^ cette fuppofitîon, dis- je, fîmpliSe les cal- 
culs , en ce que les termes affeâés de la différence 
féconde de cette variable , ne Te trouvent plus dans 
le calcul^ puifque fi dx eft confiant, €Xi z ddx 
^=i O , ce qui fait difparoître tous les. termes 
affeâés de d i x.. Il ny a d'autre atcentioa à avoir 
dans ce cas que de ne point différencier ix (ou 
la différentielle confiante}, daniles termes» oàelle 
fè rencontre*. 

Ainfi^ la diiBrcntieirc de --j— » prîte ca fuppofînt dit 
tonfhuic , ovL d {dxdy^y^ dans cetc^ même iuppofition.^ 
cft — dxdy'^ddy ou — « ■ — ^..St, au contraire^ 

en Cippoiê dy: coadanc ^ elle eft 



20. A regard des différences troifièmes.^ oa 
Voit^ en raifonnant comme ci-deiTus ^ que pour leS: 
avoir il faut de même différencier , comme à Tor-* 
dinaire, les différences fécondes » en regardant lei 
variables, leurs différences premières & leurs dif^ 
férences feconde^, comme autant dô variables dîfr 
férentes , & ainfi des autres difféfcnces plu^ élevées,. 

Il faut feulement obferver que fi dans le pailâga 
des premières différences aux fécondes ^. l'une de& 
différences, premières, a été fuppofèe conftante^ oa 

Biii 



doit h regarder comme conftante dans toutes Uê 
autres différenciations. 

Remarque. 

21. Nous avons fuppofé ^ dans tout ce qut 
précède , que les variables x^y , &c, augmentoîent 
toutes en même temps j c*eft-à dire,. que x devenant 
vc -^ dx j y devenoît jr -4^ ^y % ^ aînfi des autre^« 
Mais il peut arriver que les unes diminuent pendant 
que les autres augmentent. Dans ce casil faut, après 
la différenciation , donner dans Iç réfultat , le Hgnq 
\ — , à la diHerentiellç de la variable qui va ea 
, i^iminuant. Ou bien , on peut laifTer la difTorentielIè 
jelle que la donnent les règles précédentes ; mai« 
dans l'application qu'on en fera à une quçflion, il 
faudra avoir foin de prendre négativement la quan* 
tité que repréfente la différentielle de la variablo 
qui va en diminuant. 

' En cSsc (I y vient i (!imii\uer d'une quantité q » ft 
que par la différenciation • vous -ayez fuppofé tacitemenc 
que y devenoit y 'fi' dy y W ^ot donc que y -*> ^ ae 
y '^ dy y 0^ que — ^ :;= <^y , ou que q z:z -f^ dy ^ 
ainfi dans ces cas, ce que vous auriez appelle 4y^ voue 
l'appellerez •--' dy par -tout ailleurs que dans la difGi<» 
^enci^ûou \ nous verrons dçs çxe(nple$ de çelsi, |m U 
fuite. 

; Il «n (er^ de mime des difSfrenccs fécondes ï l'égar4 
ic$ différences premiçre^t Si. la difiereocç prçmiàxe v» Ç<l 
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tHminuanc , vous n'en différencierez pas moîos comnK à l*or- 
binaire / mais dans l'application i quelque queAion » vous 
appellerez — ddy^ ce que vous aorkz appelle ddy ^ fi dy 
left la différence donc il s'agiu 

Telles font les règles pour différencier les quan- 
tités^ loriqu elles font préfentées immédiatement. 
Mais il arrive fouvent que ce n'eft pas tant fur 
les quantités mêmes que fur certaines expreilions 
de ces quantités y que Ton a à opérer. Par exemple » 
au lieu des angles on emploie fouvent leurs (inus ^ 
tangentes, &c. de même » on eft fouvent forcé 
d'employer les logarithmes des quantités^ au lieu 
des quantités mêmes. Voyons donc comment oa 
doit différencier ces fortes d*expre(Cons. 

Des dîfferennelies de Sinus ^ Çojinus ^ ùc^ 

22. Lorfqu^on a à ditferencler une quantité 
telle que fin. î ( ou finus de Tangle ou de Tare j ) ^ 
il faut concevoir que Tangle \ devient j -h rf ?' ; 
& alors fin, (? -4- ^?) — fin. î eft la différentielle 
de fin. i* Or félon ce qui a été dit ( Géom^ 2S6) ^ 

fin. ( î -4- ^î) = fin. ? cof. ^ t H- fin. d l cof. ^ ^ 

en fuppofant le rayon =s= i.^ Mais le finus d'ua 
^rc infiniment petit il c^ cet arc lui-même ^ & 
fon cofinus ne diffère point du rayon ^ on a donc 
fia. rfj =^T, &cof.iî = ly donc fin. {?-4-rfî)- 
= fia. î •+! ^l î coC t ; donc fin. ( î -H d j ) -* 

B b 
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un. r , OU rf (fin. t) = iî' coC ? ; ceft-à-dwc, quVa 
a la differçmiclU du Jînus d'un angU ou £un arc 
dont le rayon tft Vanité , m multiplhnt la différith: 
thlU de Vangle par le çojinus de ce mime angle. 

^3. Pareillement, la dîflfercnnelle de cof. ? ou^ 
eof. (î -h 4î) — cof. t = cof. f cof. df — fia. ç 
fin. d ? — cof. f , puîfque {Géom. 287) cof. (?;•+• 
4ï) = cof. î cof d t — fio. X un. dj ; dpnc , eu 
égard à ce que fin. di ;?» dj, & cof. df = i , 
on a d (cof. î) =* cof. î — ^ î fin. î -— cof. î =t 
— ^î fin. î ; c*eft à-dire, quon a la différentielle 
du cojînus (tun angle dont le rayon eji 1 , en muU 
tipUant la différentielle de Vangle (prife avec um 
Jîgne contraire ) par le Jînus de ce mime angle. 

Ainfî, pour récapituler, on 2l d (fin. ç) = i{ 
çof. t , & d ( cof. ? ) = — dx fin. tt 

A Taide de ces deux prînçipe« , on peut diifé^ 
rencîer toute quantité compofée de finys & dç 
cofinus , & cela eci appliquant 1q$ règles donnée^ 
précédemment 

Ainfi, pour difKrcnclcr cod 3?> ^"^ ^^^ d (coC 3;) =9 
•p* 3^1 fin, 3 i. De mên\c d (coC m0 {m étant un nombrç 
confiant) == — m4x Cin. mif^d (fin. m^) c= m^^ cof. mr^ 
Pareillement d {(la» i cofi x )„ == Cof. < 4/ ( fin. ^ ) -^ 
fin. ^ J ( cof. r) = <f ^ cof. t CoC j — <f « fin. i; fin. |« 
Pc même </ (fin. ^ )« sa m ^ fin, ^ )^' i^ (fin. ^) =* hk^^ 
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%4« Si Ton avoic ■ ■ ' ^ ■ qui e(b rezpreffion de la 

coi. ^ * 

fangenrc cle l'angle { lorfque le rayon eft i , ( piuCjue 

(Gàmr, i8») on a cof. ^ : i : : (in, ^ : tang. {)| on aurok 

^C^^-) =rfUfin.O (cpf.tr'3 =i/{«>Ct (coCo^' ^ 
^î (fin. O' (coC ^ - -tiTT^ + -fï^Cof «» 

(col. ç)» cou ç* * * '* 

(coCx)» -i-(fin.î)»= 1. 

Donc la différentielle de U tarante fun angle dont U 
rayon eji i^efi égaU à la dtfférentUlU de Van^e , divïfic 
par U quarré du cofinus de ce même angle. 

D'où Ton penc conclure aoflî que la diffiréntielle d'na 
angle, eu égale à la difii^rencielle de U ungente de cet 
angle , mulcipUée par le quarré de Ton çofinus \ en eftc , 

(cof. {)» i (tang. i), 

s;, Si Ton avoit ao contraire - u • qui eft la cotant 

fin. t 

gente de Pangle ^, on aurôit d( ^.° * ^ 1 = d [(coCr) 

un.;;; 

(fin. î)-»] T=i — di fin* l (fin. ç)"' — Jç (coC{)» (fin.^r* 

- ^t fi"' T ^î ( cof. lY — ic (fin i^) — 4i^ (cof 0* 

ûn.^ (fin.^)* (im. {)» 

■= 77 — ^ ' ^^"^ ^ différentielle de la cotàngeme é^un ' 

«R^ 9 C^ ^i?»& ^ & différentielle de FangU (prife negih- 
iivemeni) divifée par le quarré du fintu de ce même angle. 
^90$ ToiroQs y far la fuite | rofàgc de CC8 diffécenciattOQ»^ 
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Des Différentielles logarithmiques. 

* 26. Rappelions-nous {Arith. 200) que les loga- 
rithmes font une fuite de nombres en progrertîort 
arithmétique quelconque , qui répondent , terme 
à terme, à une fuite de nombres en progreilîpa 
géométrique quelconque. 

Cela pofé^ foient.jr & y deux termes confé- 
cutifs d*une progredion géométrique y dont r foit 
3a raifon j & ^ » a'^ les deux premiers termes» 
3oienc pareillement x &c x* deux termes confécutifsi 
d'une progreffîon arithmétique , dont b ic V foient 
les deux premiers termes» Suppofons de plus que 
X 8c X font à même place dans la progreflfion arith<- 
Biétique que y & y dani la progreffion géomé- 
trique y auquel cas x Se x^ font les logarithmes 
de ^ & y^. 

Par la nature de la progreffion géométrique ^ 
( Arith. ip y ) on zy'zssry^ica'=ira; 
fubftituaot dans la première équation , la valeur 

a'y 

de r tirée de la féconde , on a ^' = , ou 

JL = — ^ Suppofons maintenant que la différence 
y a * 

4e y' i y eût ^, o^ que y = ^ -f- j ; nous aurons. 



S OU I •+• — = — 9 2c par coftféquent 
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* IXun autre côté , la nature de la progreffioa 
arithmétique {AritK 188), donne x' — * s» 
h'— h. 

Four avoir maintenant la relation de ces deux 
progrefijon^^ fuppofons que la différence af — « ii 
éts deux premiers termes de la première ^ foit à la 
différence V — b des deux premiers termes de 
Ja féconde ^ comme l'unité eft à un nombre quel« 
conque m , ceft-à-dire , que J ^-^ a \ V — b 
X:iimy nous aurons m [af — a) ==5 t' — - 4j 
xnettant donc dans cette dernière équation, pour 
4if, — -' fl & i' •— * , les valeurs c^u'on vient de 

trouver , on aura ^^f . = a:' — x ^ qui exprime 

généralement la relation d*urïe progreffion géomé* 
trique quelconque 5 à la progreiïïon arithmétique 
quelconque correfpondante. 

Imaginons maintenant , que dans Tune & dans 
l'autre progref&on 3 les termes confécutifs foient 
infiniment voifins ; alors 7 qui marque la différence 
de jy' à jf , fera dy ^ ic x* — x qui marque la 
différence de ^ à x , fera d x ; d'où Téquation fe 

changera en r^. ^ ^ s;= dx. A Tégard de m qui 

«narque le rapport de la différence des deux pre- 
piiers termes de la progrefQon arithmétique , i la 
différence des deux premiers termes de Ja pro« 
grçâSon géométrique I il n^^ fera pa$ moins ua 



/ 
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^nombre fini , quoique ces deux difTérences (bîent 
alors infiniment petites , parce que l'on conçorc 
aifément que deux quantités 'infiniment petites 
peuvent fe contenir l'une Tautte ^ autant dé fois que 
deux qiKinticés finies* 

Uéquation ■ ^^ ^ =s dx nous apprend donc 

'que la difôrentielle dx du logarithme d'un nombre 
marqué par y , eft égale à la diâ<$rentieHe dy de 
ce nombre , divifêe par ce iheme nombre y , Se 
multipliée par le premier terme a de h progreffion 
géométrique fondamentale , & par le nombre m 
qui marque le rapport de h différence des âÊut 
premiers termes de la progreflion arithmétique ^ à 
la différence des deux premiers termes, de h pco** 
greflion géométrique. Comme ce nombre m fixe , 
en quelque force , le rapport des deux progrefiîons^ 
on rappelle le module^ 

On voit donc que £elon îâ valeur que Ton ftip*- 
poCera à m & au premier terme a de la progref* 
fion géométrique ^ un même nombre y peut avoir 
difFérens logarithmes. Mais entre tous ces différeos 
fyftémes de logarithmes , celui qui eft le plus com- 
mode dans les calculs alg&riques , e(t celui où le 
premier terme de la progreilion géométrique efl: l> 

te où le module eft !• Alors l'équation ZfLL =a 
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d^ qui renfenne tous les différens fyftémes de- 
logarithmes , devient —^ s= dx^ 

y 

m 

27« Donc 9 dans le fyftème de logarithmes en 
ufa^e dans le calcul algébrique , la différentielle dx 
du logarithme x £un nofnbre quelconque y y eji 
égale à la différentielle à y de ce nombre^ divifét 
far ce mime nombre y, Ceft-là le principe d'après 
lequel on peut trouver facilement la différentielle 
du logarithme de toute quantité algébrique ; mais 
avant d*en faire ufage ^ nous obferverons i^. que. 
les logarithmes dont il s'agit ici , ne font point ceux 
des tables ; mais on peut facilement pafTer des uns 
aux autres , comme nous le verrons par la fuite. 

2^ Que puifque le premier terme & de la. 
progreflion arithmétique ^ ne fe trouve point dans 

r^quation ^^ ^ = ^;ir; cette équation , ainfi que 
Téquation particulière ^ = dx que nous venons 

d'en déduire, ont toujours lieu quel que foit ce 
premier terme h , c'eft-à-dîre , le logarithme du 
premier terme a de la progreflloa géométrique. » 
Donc nous fommes les maîtres de fuppofer pour 
plus de (implicite , que le logarithme du premier, 
terme de la progreflîon arithmétique eft zéro ; ic 
comme nous avons fuppofé que la progredion 
géométrique à laquelle nous nous arrêtons^ a pouc 
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premier terme Funité^ nous prendront donc têM' 
pour logarithme de Tunité j mais il faut bien, 
remarquer qu*on en eft abfolument maître. v. 
£n prenant aLnfi Tunité pour premier terme de 
la prcgreffion géométrique » & zéro pour premier 
terme de la progreflion arithmétique ^ ou pour le 
logarithme de Tunité^ les règles que nous avons' 
données ( Arijh, 207 & /à/V. ) pour 1 ufage des lo- 
garithmes , s'appliqueront également ici ^ ainfi , en 
fe les rappellant & les généralifant» on verra que 
au lieu de l {ab) on peut prendre la ^ Ibj l 

-marquant logarithmCé De même /— = Za— /t. 
Pareillement la^satmla-y enfin LyC, a"^ ss lai^' 

n 

Cela pofé , appliquant le prîdcipe qnft tious venons 

d'établir concernant la différentielle du logaritbme d'un 

dx 
nombre^ on trouyera que dix ^ ; dl {a '^ x) 

X 



0m 



d (a -h x) dx 






hiSznt attention que la difKrentielle de la confiante la, eft^ 
xéro. 

ParciUemcnt, dl -^ =si/(/x — /*) «s — —7^ 

X * 

41 i»*) = d (i/x) = — i-^/ dl {xy) » 
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* y y 

é il. - ly) =_J±- - JL.; dl (^^^\=^ 

X y \a — x/ 

a '^ X a — X 

d [/ (tf^ï -f- *^)J == - — 



dl^^Aa-^- afx) = 



aa ^ XX aa^fxx 

dv^ian-h-xx) xdx 



y {aa -h xx) Vi^ad'^xx) V{aa^xx) 

xdx i 

; oa plus commodémenc , dl V (aa -f* xx) 



a a -f- XX 

r 

d\y,l(aa^xx')\=, — ; J/rx'»{tf^*x"y]=a 

aa ^ XX 

d [Ix^ ^ /(fl -+- 3;e»)>] = d[mlx -f-/^/Ca ^- ^x«)] ==J 

mdx nphx^-^dx ^ % r enr c 
-f- -^- . Ces eiempics ruffifeni pour taire voiï 

comment on doic difierencier cou:es les autres quantités logan 
rkhiniques* 

Dts Diféremidles des quantités exponentielles. 

2 8* On rencontre encore quelquefois des quantités de 
cette forme, c, x^i c'cll-à-dire , des quantités dont Tex- 
pofànt e(l variable* On les appelle des quantités Expo^ 
neruicUes, 

Pour favoir comment on doit les différencier , pofons 
xr == ^ ; alors , en prenant les logarithmes de chaque 
membre » nous aurons / xHf =: / {[ , & par confêqueaC 

dl (xr) =zl5^; donc Jî = [dl {Xj) ^ ou (en 

mettant pour i Se d[y leurs valeurs) d [xy) = x7 dl (x7); 
c'cft-d dire, que la différentielle d'une quantité exponentielle 
fe trouve en multipliant cette quantité exponentielle , par la 
dfff'dutuielic de fon logarithme. 



3* 




c 


o ir jt 5 




t 


Aiafî d 


(a) r!= 


: «9" 


rf C'*'; = 


^ Xf i 


Cy/i^; 


tfi idylx 


-h ^^* 

X 


• 


Pareillement 


d (a* 


-Hy<; 


i (a-) 4- 


d(yi) : 


SB 


iV d (iafi) 4- >t i 


'c/j^; 



ûfd(xla)'hyd(ily)=:a'dMla'k'y^(diiy'k-^-^)é^ 

y 

De même d (aa -^ ir */ = C^fl -H xxf dl 
(aa -f. **;« = Ctftf -f. XX)» d[xt(aa -f- «jcj] =s 

(aa -h **J* rj«Z ^44 -f. XX) -f* — îï 1; 8c aiafi. 

des autres* On (ait afièz (buvent adge y dans le calcul , 
de la quantité exponentielle c^ c étant le nombre don£ 
h logarithme â=a lé La différentielle de cette quantité f 
cfi y félon ce qui vient d'être cnfeigné y c» d (IC) ^ ce 
qui revient à c* d (xtc) £= c* • dkld i donâ puifque 
Zc eft fuppofi = t y on a fimplement i/ (c*) ^ dxc^» 
Ceft-i-dire, que cette exponentielle particulière a pour 
différentielle cette exponentielle même , multipliée par U 
différentielle de Cotx ezpo(ant» Nous la retrouverons par U 

Applîcatiohs des Régies précédentes. 

âpé Pour fayre connoitre ^ par quelques exem<« 
pies 9 Tufage des règles que nous venons de donner^ 
6c leur avantage fur TAIgèbre ordinaire , nous 
allons les appliquer aux objets que nous connoif^ 
fons y c*eft-iUdire, à des queftions de ûéomémo 
» de Calcul. 



tatiù» 
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^application aux Soutàn^eiïtès ^ Tangentes > 
SounôrmaleSj &c. des Lignes courbes. 

30. Pour tneher une tangente à uhè ligrté 
courbe quelconque A M (fig* 1 ) , on fe repré- 
sente cette ligne courbe ^ comme un polygofié 
d'une infinité de côtés infiniment petits ; le pro^» 
longement MT de Tun Mm de ces côtés, eft là 
tangente que Ton détermine pour chaque point M, 
en calculant la valeur de la foutangente P T, ou 
de la partie de la ligne fut laquelle fe comptent 
l«s abfciffes , comprife entre l'ordonnée P M & là 
rencontre T de cette tangente. Voici comment orl 
détermine cette foutangente. 

Far les deux extrémités M ôc ,m du côte infi^ 
nimeilt petit Mm, on imagine les deux ordonnées 
Af P, mp; & par le point M, la li^ne Mi^ 
parallèle k AP axe des abfciflfès^ Le triangle infi-* 
niment petit Afrm eft alors femblable au triangle 
fini TPM^Sc donne cette proportion rm i rM 
t : P M : P T. Or fi Ton nomme A P , x ; 
P M^ y S il eft évident que P p ou fon égal r M 
fcradx^ & que rm fera dy; on aura donc dy 

i à^ . i y iPt = Jl^, Ceft-là la formule 

générale pour déterminer la foutangente de quelque 
courbe que ce foit , foit que les ^ & les x foient 
Mécani^uc^ 1. Paru C 
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perpendiculaires CDtr'elIes» foit qu'elles ne le foien^ 
pas, pourvu que les y foîent toujours parallèles 
entr elles. Voyons maintenant comment on applique 
cette formule à chaque courbe dont on a l'équation. 
Suppofons que la nature de la courbe quel* 
conque A M, foit exprimée par une équation telle 
qu'on voudra , où entrent x ^ y &c des quantités 
confiantes. Si l'on différencie cette équation , il n y 

aura jamais que deux fortes de termes , les uns 

f 

multipliés par dx, les autres multipliés par dy. 
Il fera donc facile , par les règles ordinaires de 
l'Algèbre, de tirer de cette équation différentielle » 

la valeur de — , laquelle ne contiendra que des x, 

àes y I & des confiantes. Subftituant cette valeur 

dans la formule ^î — *ou y x -7- , on aura la valeur 

dy "^ dy 

de la foutangente, en :ir, ^ & en confiantes ; enfia 
mettant pour y fa valeur exprimée en x ^ que Ton 
tirera de l'équation de la courbe même , on aura 
la foutangente exprimée fimplement en jr & en 
confiantes; ainfi pour déterminer la foutangente 
pour quelque point M que ce foit, il ne s'agira 
plus que de mettre dans ce dernier réfultat, au 
lieu de AT , la valeur de l'abfciffe A P qui répond 
à ce point M. 

Supposons , par exemple , que la courbe donc il 
l^agk, e(l une ellipfe donc Téquadon [^lg> 130 J ell 
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%y ss ■ (ûK '^ X X ). Je différencie cette éqaacion|. 

tfa 

ce qui me dosne »y^y = ^ fiiiip — i«</«)ott 

\ aay dy =: ah h dx — thbxixi j'en tire la yalcut 
de ■■ 'y en divliànc d'abord par Vfj^, pais par le mul- 

tiplicaceur de <£w, & fai — - — = —-- ^-— ; rubfticuant 

fl^' abh — %bbx 

dans -i- , | aurai ^ = -— ri—- / enfin 

</ dy Abb ^ ibbx 

b b 

mettant pour y*, ta yaieor (ax — xx) que donne 

a a 

w d X 

f équation de la courbe , & réduKàht , j'ai .^i^ ou P T ss 

dy 

% ( ax -^ XX ) ' ax — XX -, . ^ . 

■ =" s= ^ valeur quj eft pré-* 

a ^ tx i A -^ X ^ '^ 

cifément la même que celle que' nous avons trouvée (^ig* 3^37^1 

mais que l'on trouve ici d^une manière bien plus expéditive« 

tlemarquons en paflknt , Co>nbien ce réfulcat juftîfîe ce que 

nous avons dit (5) toucbaût les quantités que l'on rejeté dans 

Je calcul; car en employant ici le calcul différentiel,^ dont les 

règles ^ dans cet exemple ^ ruppofeiit Tomidion des quantités 

infînimenc petites du (ècond ordre , vis- j vis de celles du pre« 

mier , nous arrivons au même réfultat que dans i'applicatioa 

de r Algèbre à la Géométrie , oi\ nous avions déterminé cette 

ioutangente de la manière la plus direâe 8c la plus rigoureufc. 

On voie donc qu'en rejetant alnfî les quantités que nous avons 

prefcrit de re|eter , on ne fait qu'imprimer au calcul le caraétéie 

qu'il doit avoir pour exprimer l'état de la queflion* 

c On s*y prendra d'ane manière femblabîe pour 

Cij 
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déterminer les tangentes, les founormales, les tiot^ 

maies , &c. 

Suppofons , pour plus de (implicite, que les x & 
les y font perpendiculaires entre elles ; pour avoir la 
tangente, on comparera de nouveau le triangle 
Mmr y au triangle TP M^ & Ion aura r m : Mm 
zzPMiTMsorà caufe du triangle- reâangle 
ilfrm, onaAfm = y^[(rMy 4- (rm)^'] =5 
^{dx' -H ày)i donc dy : i/'{dx\ -f- dy*) 



:zy : TM; donc T M :^ ^J^L^f^JlJïL) =. 

y V (dx'' H- dy^) y.^ Jjc' -H dy "^ 

^ (dy') ' " *^ ^ dy- '^^"^ 

d X- 

y y^ ( yr, -H I ) i aînfî , difierenciant féquatioo de 

la courbe, on en tirera la valeur de -7^9 dont 

on (ubftituera le quarré dans cette expreûîon de la 
tangente; après quoi, mettant pour ^ fa valeur en x 
& en oonftantes , tirée de Téquation de la courbe ^ 
on aura la tangente exprimée en at & en confiantes. 
On peut en faire TappOcation à Féquatlon à Telliplê ; 
on retrouvera la même valeur que nous avons donnée 
( Alg. 240 > 

Si Ton veut avoir la founormate » on imaginera 
la ligne MQ perpendiculaire à la tangente TM, & 
l'on remarquera que les triangles Mrm, MPQ^ 
qui ont ks côtés perpendiculaires Tun à l'autre j 
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Tont femèîables ; cm aura donc Mr i rm : : PM 
z PQ; ceft-à-dîre, dx t dy t : y : FQ =^. 

Donc, après avoir diflférencié Téquation de. la 
courbe , on en tirera ta valeur de — ^^ ^ que Toa 

fubftituera dans ^^, & achevant comme ci^deflus^. 

dx * 

on aura la valeur de la founormale â. ^f^ ^ & eti 
confiantes^ 

Far exempte , pour l^Iljpfe» l^^quation yy ss^ 

«a. 
fax «-^ ^«^ étant différenciée , nous donne %ydy =r: 

par conféqacnt li Ibunormate JLl2L bb Ai. x iZll? 

4^JC aa 2r 

^ • (ïA — âp 1, b méa\e chofc que l'on a. trouvée 

(Alg 1^6). 

Si l'on voulbit ta normate JttQ^, on ta irouveroit. en com-^ 
parant de nouveau Ife triangle Mrniy air triangle MPQ. 

Prenons pour fécond exemple de la formule its fourangcn* 
tes ^ & de celle des foiinormales , l'équation â la- parabole ^^ 
V* C-^^- ^9^ ) ^yy = p». En difBrenciaiw, nous aurons. 

%ydy =zgdx,^ doue 4^ = J^, & .f2L :^ ^- 

diy fL ^ dx %,yr 

«hMic la feataagente ^^ — - ss — ^L^ sa —'^ ^ as » x ;i 

de la CMinormale ■ > - x= J&-2L. = -^ i ce qui. s'ac- 

dx %y z 

corde parOiitemeAt avec ce que nous avons trouvé (A^. i$%. 
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Pour croifîètne exemple, nous^preodrons iMqaltion y^ 
i^ a" jc" qui exprime généraiemenc les paraboles de tous les 

genres. 

On eft convenu d'appeller parahole^ toute courbe done 
réquation telle que j"**» = cT^ x^ n'a que deux tennes^ 
mais oi\ les expofans de ;c & j^ dans difFérens membres, (ont 
de même figue. 

En différencianr cette ^^uation ^ nous autans, «^ 

(m H- n) y"*»-« dy = na^x^'^ dx i donc 



i 



y 



^ ^ "^ • donc la loutangente — - — - Icra 






«a'" *" 



, ou ( en mettant pour y^^^ fa valeur 



Ton voit que la foucangente , dans ces courbes , ed ^gale il 
autant de fois rabfcifle x , qu'il y a dWicés dans rexpofailc 
de y divifé par TexpoGint de ;ip , ce qui a lieu , comme nous 
le favioQs déjà, dans la parabole ordinaire, oi\ la foutangente 
cil i jr , & od rexpofant de y divifé par Texpofant de x eft 
en effet 7 = 1. 

Prenons maintenant , pour exemple , une courbe dont te 
nature foit exprimée par une .équation entre les difFérencielles 
des coordonnées, Suppofons , par exemple , que la courbe 
S Ai (fig. i) foit telle, que les abfûflcs ji P ^ Ap^ &c. 
étant prifcs en progrefTîon arithmétique, les ordonnées correir- 
pondantes' P^, /?ii, £(c* foient en progreflion géométrique^ 
cette courbe qu'on appelle /o^am^m/^Mtf, parce que les ordon«> 
T*i^ repréfcncant (uçceflivcmcnc tous les nombres imaginables, 
les abfciilcs rëpréfeuieut leurs logarithmes 5 cette courbe % 
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&*je, aàra pour éq^aauîon. ^ = dx^ pulfque nouf 

aToas va ( x^ } qo^ cette éqaaiio& esprimoîc b relation des 
Aombres à leurs lonrulimes. On aura donc — ; — =^ 

Se par coaCquent la (batangente -^-- deviendra* i- 

•a tfm; c'eft-à-dire^ que pour chaque point d^une même 
logarithmique ^ la foutangente P T dï toujours la même , Se 
égdlc à autant de £>is la première ordonnée A £ o\x a y qu'it 
j a d'unités dans le module m^ 

^1.. Lorfque réquation de îa xaurbe efl: telle 
que X croiiTant,^ diminue ^ comme dans hjigure 5 ;. 
alors la ligne r M doit être exprimée, par — dy, 
( 2 1 > ; & la proportion r M t r m t i P M t PT"^ 
qui fert à trouver la foutangente y devient — dy- 

tdxi:Y:PT= — ^ , ^ : aiafî il nV aur^ 

^ dy ' 

aucune diiFcrence pour le calcul; le feul change**^ 
jnent eft que la tangente au lieu de tomber à\k 
cacé de Torigine A des abfciiTes ^ par rapport à 
^ordonnée Pilf^ tombera du cété oppofé; c'eft 

pourquoi on peut toujours prendre -^ poun 1& 

dy 

formule des foutangentes ; (î les ordonnées vont e» 
dccroiffant ^ ta valeur de -• ^ - fe préfentera fout. 

une forme négative qui indiquera quil faut portetf 
cette valeur du côté oppofé à L'origine des x^ 
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Par exemple ^ g on prend l'équation 9U cercle y Torigioe 
étant priie au cencje , c'eft - i - dire (j^lg. m) rcquaûoa 
yy :=: iaa -^ scx^ il eft évident que CP ou * r/^.4) 
croiflant,^ ou PM <îiminue; auOfi la fo^çangentc P T tombç-r 
t-cllc du côté de P M oppofé à l'origine C des abfcifTcs ; & 
ç'cft ce qviç le calcul dit auflSi car fi I'ob différencie, on 9 

Tryày^s, — içcd^y 8c par çonfé^uent .. — ^ = '^'^•1 

dy X X 

dont le figue — indique qu'elle doit être portée du c6té oppoC^ 

^ d X 
^ celui que l'oa 9 fuppofç en prena^nt -^^ poi^r for^pulç 

^e la (butangente. 

Prenons çnccu* pour çiemple , ^cqu^:io^ 9çy, = a a qui 
cft à i'hyperbolc entre fcs a/ymptotes (Alg, 181) ; nous au-? 

fons X dy -f.y dx^sLo^ & paç çonfM^cnt ^rr^ = ~^. 1 

• dy y ^ 

Qonc — =as =c «^ X ; ce qui neus appsena 

que pour mener une tangente d l'hyperbole confidérée entre 
fes afymptotes , il faut prendre fur l'afymptote volfine du point 
JH «n qucAioq (fig. 5 ) & du c$té At P Jd oppofé au poinç 
^ prigi^^e des x , 1^ ligne PT xi j^P s: sq^ 

On volt avec quelle facilité toutes ces çhofes Ce dé^erm^neni 
par le calcul différentiel. 

A l'irnitation des parabolçs dc^ çpus les genres ,- oi^ appellç 
hyperboles , rapportées à leurs afymptotes , toutes les courbes 
donc l'équation telle que y^ == a^^^^ x"^ n'a que deux 
çcimcs , mai? pij les cxpofaps dç y & de « dans différens 
membres , font de fîgncs cpntraires. On pew encore piendro 
eç$ ç«u{t>es j)our ç^eA^fle } liQU$ |ç l^ifibns 4 &ire %vl Iç^Cttit 
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Oa tfonvera que la (butangente eft — — x ; c'eft-â-dire , 

qu'elle tombe du côté oppofé a l'ongine des ^ y 8c qu'elle eft 
égale à autant de fois rabfcifle qu'il y a d'unités dans l'expo- 
(4m de y dWil^ pac l'expolant de m^ 

32. Remarquons encore que exprime la 

tangente de Tangle que la courbe fait en chaque 
point 9 avec fordonnée ; Se — 2L exprime celle do 

Vangle que la courbe fait avec Taxe de$ abfciflès, 
JEn effets dans le triangle-reÔangle Mmr {fig. i) , 
on a (en fuppofant le rayon des tables =3 i ) 
rm i rM i ; i : ta«g. rmM; donc tang. rmM 

, =; -_^. Ponc fi Ton veut favoir en 



rm dy 

quel endroit une courbe ^ ou fa tangente ^ fait avec 
roraoqnée , un angle dpnnç , ou dont la tangente 
^ft connue , ayant repréfenté cette tangente par m ^ 

dx 

pn aura m == —, — ; ainfi déterminant . par difFé- 

dy 

renciation de l'équation de la courbe, la valeur de 
-^ , 8c l'égalant à m ^^ on aura une équation dans la« 

quelle fubftituant pour^ fa valeur en :ir & confiantes^ 
tiréç de l'équafign de la courbe <^ on aura \\ valeur 
ou les valeurs de at , qui répondent aux points où 
la courbe fait un pareil angle avec l'ordonnée \ & 
(î la courbe nç fait nulle part avec l'ordonnée un 
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angle égal à Tangle donné, on trouvera qu« la 
valeur ou les valeurs de x feront imaginaires , ou 
bien Téquation indiquera une abfurdité manifefte» 

Par eiemple y dans l'hyperbole qtù srarott pour équatioa 

y y = % (ax -4- Jcx^,on trouvera = ^ — - 

d y %a^^M^ 

lequel étant égalé à m ^ doime -^ ■ == — ^ = m ^ 

d'où l'oa tire yzzmn'-h xmx, mais réquatlon de la courbe 
donne y = V [i (ax -H x x )]'y donc ma -H 1 1» » =s 
V[ 2 (ax -4- JPJC'J J ou, en quarrant, mmaa "^ j^mmaX: 
-f- j^mmxx =3 2âX -f- %x x.Sï l'on demande maintenant « 
en quel endroit cet hyperbole fait ^ avec l'ordonnée > un angle 
de 4f degrés ; comme la tangente de 45 degrés eft égale aa 
rayon , on aura m = i , ce qui réduit Téquaiion à â a -H 
4tfxH-4«fx = itfX-H»JfJC ou 2 XX 4- »tf x -#- âa= o ; 
qui étant réfolue donne x = — î^d!: ^(î<»tf — t^ûJ? 
a=r «. |a -4- /(— JtftfJ, valeurs imaginaires , & qui font 
voir que l'hyperbole dont l'équation particulière c(k yy = % 
(ax + xx^y ne fait nulle part> avec l'ordonnée^ un angle 
de 45 degrés. 

Application aux limites des Lignes courbes ^ 
& en général j aux limites des quantités^ 
& aux quejîions de maxtmis & niinimis. 

33, Nous avons vu (32) que — — exprimoit la 

tangente de l'angle que la courbe ou fa tangente^ 
fait^ en chaque point j avec Tordonnéex & qud 
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■ y^ ■ exprimoit celle de Tangle que la courbe ou 

dx 

fa tangente fait avec Taxe des abfciifes. 

Donc 9 pour favoir en quel endroit la tangente 
d'une courbe devient parallèle aux ordonnées ^ 

il faut chercher en quel endroit la valeur de 



dy 
devient zéro, ou, ce qui revient au même , en quel 

endroit àx devient zéro; & pour favoir en quel 

endroit la tangente de la courbe eft parallèle aux 

abfciifes , il faut chercher en quel endroit ,^ . 

d X 

devient zéro, ou > ce qui revient au même , en quel 

endroit dy eft zéro. Car il eft évident que dans 

le premier cas, Tangle de la courbe, avec les 

ordonnées eft nul ; & dans le fécond cas > l'angle 

de la courbe , avec les abfcines , eft nuK 

Il fuit évideoïment de-là , que (i Ton veut favoîc 

' fi une courbe tlont on a Téquation , a , dans qud- 

qu'endroit , fa tangente parallèle aux ordonnées ou 

aux abfciifes, il faut différencier cette équation , & en 

dx 

ayant tiré la valeur de «^ — , fi Ton égale le numé* 

d X 

rateur de la valeur de -^ — , à zéro , on aura une 

dy 

équation qui , conjointement avec Téquation mémo 
de la courbe , donnera la valeur de at & celle de y 
qui déterminent en quel endroit la tangente eft parai* 
lèle aux ordonnées j enforte que fi cela arrive en 
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pkifietii^s endroits.» en aura plufieurs valieufs pxnitf 
X Se plufieurs valeurs pour j. 

Au contraire ». fi Ton égale le dénominateur à 
^éro, cette équation » conjointement avec celle dm 
la courbe, déterminera les valeurs.de x 8c de 7,, 
qui répondent aux endroits où la tangente de ta 
courbe ,; devient parallèle aux abfcifles. 

Pour éclaircir ceci par un exemple familier >. prenons b 
courbe qui a pour ^quadon yy'^x»= 3«2X— - i a a- 
•f- % hy «- ^3 , qui en* fuppofanc les x 6c les y perpendi- 
culaires entr'elles , appartient au cercle ; l'origine des x & des 
y étant ptïCc fiir un point ^ hors de ce cercle^ 

Les lignes jtP (Jîg. 6) font x, &l les lignes PJIT, PM^ 
fbnt les deux va^eur9 de y que \% r^folutioa de cette équation 
donne pour chaque valeur de- x. 

Si Ton différencie cette équation , on aonb lydy-^z xd^ 

d^ X X y — 1 h 

te X iLdx H- %bdyy d'oil l'on tire -- — #c= -i ^ 

. ' ii^ 3a — »x? 

Egalons, d'abord le. nuQiéradeur i zéro y, pour ayoir les enr 
^droits oti la tangente devient parsdlèjc aux ordonnées. Hous 
aurons ly— « i3 = OyOuy:=^. Subfli tuant cette valeur 
dans l'équation^ de la courbe , il vient ^ ^- 4- xx = y-a.x 
— % aa -H 1^^ — ■ ^^,ouje:e— 3^1* =£= •— s a ^z , 
qui étant réfbluft dt)nne x =;=s i a- ± V^' ( i /i ^i j ,v c'eft - à'- 
dire , » = ^ ^9^ ^ ^ ^^ ^> ce l^ '^^^ appreiid. que b 
courbe,, ou fà tangente, devient parallèlq aux ordonnées, en 
deux points R 6c R* y qui ont chacun pour ordonnée la ligne 
h y 8c dont l'un R a pour abfcifTe la ligne jé ^ s= a.^6^ 
i4'auere J{' a pour abfcifle la -ligne jf ^/ s= i^Ok 



DE MaTJS ÉMAt J^QU B s; ^ft 

Egalons tnaîiicenanc à z^ro , le dénominateur de la valeuc 

d X 

èe , pour (avoir en quel endroit la coirbe, on & can<« 

d y 
gense , devient parallèle aux abfcifles ; nous aurons ^ a -^ lOi 
s= o y ou ;: s= ^ a* Subilicuanc cette valeur dans Téquacioa 

9 9 

de la courbe . nous aurons y y -H — — a a =^ — au ^^ 

& tirant la racine quarrée ^y — ^ = rfci^> <^oûC y =s 
* ifc i û 1 c'cft-â-dire ,y = b ^ {a^ 6l y = h -^ \a ; 
ce qui nous apprend que la tangente devient parallèle aux abf- 
cifles y en deux endroits ou points T Se T' qui ont pour ab(^ 
ciflè commune la ligne A S :=: ^ a^ 8c dont Tun f a pour 

9 

ordonnée ST* = b ^ \ a^ Se Tautre T a pour ordonnée 
Ja ligne J T = 5 — • | «. 

Les points Q &c Q' font ce qu'on appelle les limites des 
abfcifles , parce qu'encre Q Se Ç' ^ i chaque abfciflè A P, 
répondent àes valeurs réelles P M Se P3i* pour y ; au lï^fg 
qil^ntre Q Se A y Se au-deli de Ç' par rapport à ^ , il n'y 
a aucun point de la courbe^ enferre que fi on fuppofè x plus 
pecic que A Q ou a y ou bien plus grand que ^ Ç' ou z a^ 
on ne trouve aucune valeur réelle pour y. En effet, fi dans 
réquation on met au lieu de x une quantité a — • ^ » plus 
petite que a , ou une quantité plus grande que i ^ , ou telfe 
^e 7, a -^ q y on trouvera en réfolvant l'équation y que les 
deux valeurs de y font imaginaires. 

Pareillement , fi par le point A on conçoit A L parallèle 
aux ordonnées , c'efl-â-dire , Taxe des ordonnées ; Se que pas 
les points Têt T', on mène les lignes 1 LyV V parallèles 
aux abfcifles ; lei lignes ^JL = ^.r=^ — i <i,fc 
^ V •=. SV aass ^ 7h i 4 » f<^t ^^ limites des ordonp 
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jiées ; car il eft aident qa'il ne peuc 7 avoir d'iôrdonnée ptot 
graitde qae A V ni plas petice que AL^lz. tangente devanc 
être parallèle aux abrdilès. Ao/fî, fî l'on met dans Téquatioa 
de la courbe , an lien de y une quantité plus petite que h — 
\ a , qu'on mette , par exemple , ^— | ^ — f , on verra ^ 
(D rélblvant Téquation , que les valeurs de x (ont imaginaires* 
La même cho(è arrivera fi on met au lieu de^^ la quantité 
* -+- i tf 4- ^, plus. grande que h -H \a. 

54. L*ordonnée S V eft la plus grande de toutes 
celles qui aboutKTent à la partie concave KVVl 
lie la circonférence. L'ordonnée 5 T eft la plu$ 
petite de toutes celles qui aboutiiTent à la partie con<» 
vexe ; & les ordonnées Q R & Q' R' font , tout- 
â-^Ia-fois les plus petites qui aboutiflent à la partie 
concave » & les plus grandes qui aboutiflent à la 
partie convexe. 



»«•.' 



3 j. Ainfî , la même méthode fert en même 
temps 9 i^ à déterminer les limites des abfcifles & 
des ordonnées ; 2^ à déterminer dans quels cas la 
.tangente devient parallèle aux abfcifles , pu aux 
ordonnées; 3^ enfin, à déterminer les plus grandes 
& les plus petites abfcifles ou ordonnées. 

36. Or , de quelque manière qu'une quantité 
foit exprimée algébriquement ^ on peut toujours 
i^garder Texpreflion algébrique qui la repréfente^ 
comme étant celle de Tordonnée d une ligne courbc« 
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Tar exemple , fi x (a — » j ^^ Texpreffion 
^'une quantité que j'appelle y , auquel cas j'ai y sa 
'— , je puis regarder cette équation , comme 



aa 



étant celle d'une ligne courbe dont x feroic rabfcîife. 
Se y l'ordonnée. Alors fi la quantité ^ (^ — ^) 



aa 



peut 5 dans un certain cas , devenir plus grande ou 
plus petite que dans toute autre ( ce qu'on appelle 
être Aifceptible d'un maximum ou d'un minimum)^ 
il eft vifible qu'il faut fuivre exaâemeut la même 
méthode que ci - defius ; c'eft-à-dire y diiTérencier 

cette équation , & en ayant tiré la valeur de 

* 

égaler à zéro le numérateur & le dénominateur de 
cette valeur. 

37* C'eft à cela que fe réduit la méthode qu*oa 
appelle de maxime Se minimis , qui eft une des plus 
utiles de l'analyfe^ & qui a pour objet de faire 
trouver entre plufieurs quantités qui croilTent ou 
^écroifTent fuivant une même toi , quelle eft la plus 
grande ou la plus petite , ou en général cçllequia 
certaines propriétés dans le plus haut degtéà l'égard 
de toutes fes femblables. Nous allons en donner 
quelques exemples. 

38. Propo(bns«noas d'abord de partager un iiombse donn^ 
a en deux parles, telles que leur produit (ok plus gra&i 
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qui aboutiflTent à. la partie concave. Pareillement^ 
une quantité petit devenir la plus petite de toutes 
fes femblables , en deux manières différentes i 
lorfque, comme PM elle va d'abord en dimU 
xiuant pour augmenter enfuite ; ou lorfque , comme 

p//^///^ elle va en diminuant pour s'arrêter bruP- 

■ 

quement , 8c alors elle eft tout-à-la-fols un mi^ 
nimum & un maximum ; elle efl un minimum ) 
l'égard de la branche M'V M^'y & un maximum, 
à regard de la branche MTM'^b 

41. Alnfi, lorfque Ton fait qu'une quantité eft 
fufceptlble d'un maximum ^ ou d'un minimum , oa 
de tous les deux ^ pour diftinguer dans lequel d^ 
ces trois cas elle fe' trouve , il faut 9 en fuppofant 
que a marque la valeur de x , qui convient au 
maximum ou minimum ^ fubftituer dans la quantité 
propofée , au lieu de ^ , fucceffivement tf -+- c » 
41 ^ ic a — q. Si les deux réfultats extrêmes font 
réels & plus petits que celui du milieu , la quantité 
«il un maximum; fi au contraire ^ les deux réfultats 
«xtrémes font plus grands que celui du milieu , là 
quantité e(l un minimum ; enfin , fi des deux ré« 
fultats extrêmes l'ua efl: imaginaire & l'autre réel ^ 
la quantité • eft tout-à-la-fois un maximum & uix 
minimum. 

m 

^2. Lorfque dans la détermmation d'un ma^ 
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ïàtfiurn ou d'un minimum ^ la valeur que l*on trouva 
|>our la variable , rend celle du maximum ou du mi« 
fiimum négative, on doit conclure que le maximurn 
ou le minimum qu'elle indique, n'appartient poinc 
à la queftiôn aâuelle, mais qu'il appartient à une 
Ijueftion où quelques^'unes des conditions fcroient 
contraires. 

Par exemple ^ R Von demandoic de pahager la ligné 
\AB (^fig, 7) AU point Cf de manière que le quarré dé 
U diihince AC aq, point A^ étant diviiëe par la difbnce 
«tt point £^ donne le plus petit quotient pofTîble ; alors 
fiOmoiant a \z ligne donnée A By Sc X la partie A Ci 
k partie rclUnte C£ iêroîc tf *- jr , 6c par conféquent 

le quotient fciroit ; diSérencions donc cette quan- 

tité, ou x'- {a — x)"* i nous aurons ixdx.{a — ;t)"* 

, , , ^ IxdX AT* dx 

•4- ;c*tfx (tf — *r = oj ou h ^ = Oi 

il — * (« — jc;* 

ion laxdx — x^dx == o, ou {ta — X) x =:* o, 
qui donne on « == o, ou ta — * =r o; la première 
valeur indique un minimum y mais qui eft évident fans 
le calcul. Quant à la féconde qui donne x =a % a ^ ù 

on fubflîtue cette râleur dans ^, celle-ci devient 

J!L on "-^ 4^. lie minimum n'appartient donc pas ir 

la queflion aâuelle^ Mais Ci l'on fait attention i la valecjr 
le =5 ft if que l'on trouve , on verra que le poiot C 
ne peut être entre A Bl B ; mais que la ' qaeflion aura 
une folutioii , s'il s*agit de le trouver fur le proiongenienc 
làc A£, au-delà de JB par rapport à A^ Or dans ce cas , 

Dij 
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fi Doos nommons JiC^ x; h didance £C^ ne fera pla^ 
4X ~- AT , mais ^ ^^ a. Se h quancic^ donc il s'agifibit , 

fera , laquelle éiant difKrcnciéc & égalée à -zéro g 

donne — ^^— — . — s= o . ou après les rcduc-' 

AT — a (* — a)» ^ 

tions fai:cs , x^ dx — laxdx ^s o^ qui donne x =r i^j^^ 

comme ci*devaac ^ mais cecce quancicé fubflituée dans 

, la change en 4 tf. 11 y a donc un minimum poux 



X'' 



X — a 
ce cas. 

Si Ton égale le dénomioatesr x — « de la différentielle 
à ïéro y on a X = tf , qui indique un maximum ; 8c en 
cffec, lotfque » = â, la quantité devient infinie. JMais il n*a 
pas moins le vrai caractère du maximum^ car (bit qu'on fup- 
pofe X plus petit ou plus grand que a^ on trouve une quaor 
tité plus petite qu'en (ùppo(ànt x = am 

45. Lorfque Texpreffion d'une (juantîté qui 
doit être un maximum ou un minimum , renferme 
quelque multiplicateur ou quelque divifeur confiant^ 
on peut fupprimer ce multiplicateur ou ce divifeur, 
avant que de dlfTércncier ; en effet 5 fuppofons que 

a V 

-^ repréfente généralement une quantité qui doit 

être un maximum ou un minimum ^ a Se b étant 

des confiantes ; il faut donc que tJ-. = o ; ojc 

if 

puifque a & fc ne font pas 2éro , il faut que dy 
t=3 o ; la conclufion efl donc la même que fi j 
feul eût dû être un maximum ou un minimum^ 
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teR-hdirù , h même qu'en fupprîtnant les fadeurs^ 
& les divlfeurs conftans. Cette remarque fert à 
Cxnpliger les calculs , ^2ins^ plufieurs cas» 

44* PropofoDS - nous maincenanc de trouver entre toutes 
tes lignes que l'on peut mener par un mente point D 
Jortné dans VangU connu ABC (fig. 8), quelle eft celle 
ftfi forme avec Us côtes de cet an^ , le plus petit triangh 
poffibU. 

Meooas par le .point 2>, la ligne DG parallèle aïs 
côté AB^ & fuppofànc EF une droite .quelconque tirée 
par le point D^ abaiflbns DK perpendiculaire fur JBC^ 
Se du point £ ou £ ^ rencoocre A B.^ abaiflbns E L aufl! 
perpendiculaire (ùc B C* La ligne BG cà cenfée connue^ 
ainfî que la perpendiculaire DK ; nommons donc B^G =3 â^. 
DK = i, & là baft B F du triangle B EF y noninions- 
la x. On voit que depuis un cercain terme , p^us BF 
croîtra , & plus le triangle augmentera. Au contraire , fi 
BF diminue , on conçoit que le triang'lc diminuera ^ 
mais jufqu'i un certain terme feulement ; car fi BF de-*- 
venoit prefqu'égale à BG^ la droire EDF feroit prcfque 
patallète à AB^ puifquelle feroit prête à fe confondre 
avec GD ; le triangle feroit alors extrêmement grand, Jt 
y a donc une certaine valeur de B F qui. donne le plus, 
petit triangle poflible. Pour là trouver ,, cherchons l'ex-* 
prefGon générale du triangle B E F. Or les triangles fèm-^ 
blablfcs BEFy GDF donnent GF : BF : : DF i £Fjt 
êc les triangles femblables DKF 8c E L F donnent: 
Z>F : EF ; : DK : EL ; donc GF : BF : : DK : EL ^ 

^e(l-i-dire, x ^-^ a : x : : à : EL = ; donc 

El X BF 

)â. fuiÊurc. du triangle BEF^ qui cft ; -^y fetsfc 

Diii 




.. Il faut donc qii*cii dlffifreii^ 

X — a 

cjanr cecre quamîcé , le numérateur ou le dénomlnateuf 
devienne zéro, ou bien, comme on pent (43) fupprimer le 

ft£leur conftant 4 3, il fuffira de différencier -= ; mw 

. ;c — a ' 

£ins re&jre ce calcal que naos ^vons déjà rencontré (42)9 

nous conclarons , de même , que x = ^ ^i donc fi Ton 

prend ifF=i4 = i^G|la ligne FPE que Ton tireni 

par le point Z>, donnera le triangle FjBM pour le plus petit 

iriangle demandé. 

45. Cherchons maintenant parmi tous les paralliUpipêdeJi 
de même furface ù de mime hauteur , juei eft celui qui 4 
la plus grande capacité* 

Nommons h la fauteur ^ ç c h furfece du parallélipi-t 
pède ; ;c & y les deux côiés du rcûangle qui kn do 
bafe. La furface totale cfl çompofée dç fix rc£langlcs 5^ 
dont deux ont. chacun h poUr côté ou pour hauteur , ^ 
X pour bafe j* deux autres ont k pour hauteur , & y pour 
bafe ; enfin les deux derniers ont x pour bafe , & y 
pour hauteur ; ainfî la furface totale a pour cxpreflîoa 
f, h X -4- ihy H- %xy; c*eft-à-dire, que l'on ^ 
% h X -h ^ h y -4- z x y ^=2 ç ç^ Quant à la capacité 
ou folidité, elle eft h x y. Puis donc qu'elle doit être 
la plus grande de toutes celles de même furface, il fou» 
que fa différentielle hxdy -+- hydx foîi = o, ou 
( ce qui revient au même ) il fout que 5; <ly ^ ydx tss o, 
Mais Wquation z k x -^ ^hy t- %yx = çc^ qu| 
exprime que la furface de tous ces parallélipipèdes eft 
çonftante ou la même , donne z hd x -♦- % hdy -fs 
% x 4 y •+- % y i X = o, Subflituant donc , dans cettç 
^u^ûpn , la Yajçuç de 4 «? , virÇÇ <J<î U f re«iièjç ^ oa 
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ttît ^ apiès les r^do^ons faites » y ss x ; la bafe dok 
^onc éure un quarré* Pour en connoitre le côté, il faue 
mettre poar y ùl valeur m- daos Téquadon %hx H* ^ày -^ 
\ X y 3s= ^ c , qui deviendra par-Ii , ^hx H- i>x^ z=3 ce ^ 
^ qui étani réfolue , donne ^^ = «—^41 V(^A-+- î^^) » 
^om la faclne ji=s: — A— V^AA-Hl-cc), écanc néga^* 
live, ne peut fetvir à la queftion pr^nte ; ainfi la valeur 
convenable de «, eft x =»: — A 4- |/ (A A -+- f C6'). 

4^. SI l'on demande à préfènt , fucUè dok être la 
hauteur h , pour que le paxaUélipipèdc ait la. plus, grande 
foUdité dt tous ceux dt même fitrface ;. on remarquera 
^ue puifc^ue la hauteur étant A, la bafe doit être ua 
quatre , cette foliditë fera exprimée p^r h x » ; il faut 
donc que la différentielle de hxxy en regardant h ^ Xi 
comme variables , foit r=3 o ;. on a donc ihxdx H-* 
^xdk' = o , ou xhd'x -H •» <i A 3=: o , en divifant 
par X, Mais l'équation 4 A « -+- 1 ** = c c y qui ex- 
pri\ne alors que la futface e(l confiante y donne , en. 
différenciant , ^ h d x -4- 4*</A'-f- ^ x d x = o| 
mettant donc ^ dans celle-ci , pour d h y fà valeur tirée- 
de l'équation zkdx + xdh = o, on aura, après les 
fédu^ioas £iices , A ;= x ^* donc le paralîélipipède cherché- 
doit être un cube , puifque fbn côté , ou ûl hauteur A* 
doit être égal au côté x- du quarré qui fett de B^fe» Pouc 
trouver maintenant le * côté de ce cube , il faut mettre 
pour h y Cn valeur x dans l'équation 4 A ar -4- i x^ = c c ,. 
q_ui deviendra 4** -H i x* = c c ou 6 x} =sz. ce qui. 

donne x s=; h/^ l j. Donc y de tou> 1er parallé-» 

lipipèdes . dç mime furface 9 celui qui a la. plus grands 
fpiidité , eft le aibe qui a p<>ur c4té une li^e égale k 
kk taâoe quaaée de la. fuieme gariie. de «fictc furfact^ 

Jim 
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47* On s'y prendra de même pour réfbudre cette antre qaeP^ 
don : Entre tous Us êylindrts droits de mime furface , quel 
efl celui qui a la plus grande capacité 7 

En nommanc x lo diamètre de la bafe > >^ I& hauteur ^ 
rcpiéfentant par i : ^ le rapport du diamètre a la cir- 
conférence ; on aura c x y, y pour la furfiice conTCxe 3 

c âc* c x^y 
c xy -\ pour la furface totale ; & ^ pour 

* 4 

la (blidité. Cette dernière devant être un maximum » Gk 

c X y d X 
dlfTérentielle doit écre zéro ^ ainfi on a ^ 4-; 

c JC* d Y 

■■■■ M ■ — =a o, ou % y dx ^ x d y =s o. D'ailleurs 
4 

la furface étant confiante , fa différentielle efl zéro ; ainfî 

on a également cxdy -f- cydx -|- c x d sç =a o, ou 
xdy -^ ydx -^ xdx = o. 

L'équation %ydx -4- xdy :ss o, donne dy ^si '^ 

7> "V d X 

■ Subftituant dans la dernière, on a — * tydx -H 

X 

y d X -^ xdx xai o\ d*oû Ton tire y =r jc. Ainfî entre tous 
les cylindres droits de mémo fur(ace, celui dont la hauteur efl 
égale au diamètre de (à bafè ^ a la plus grande capacité. Ec 
-réciproquement , encre tous les cylindres droits d'égale capa- 
cité, celui dont la hauteur eft égale au dlamécre de fk bafe^ 

a la moindre furface. 

• 

Donc dans Içs mortiers a cbambre cylindrique, celui 
dont la chambre a pQur profondeur le diamètre de la chambre, 
efl celui où la poudre exerce le ^loins d'action contre les parois 
do celte chambre. 

49. Cherchons maintenant entre tous les triangles 
Je mime contour & d$ tnfm< i^fi y quel ejl celui qui a la 
plus grande furfac<% 
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" Soit a la bafe jéB , 8c ^ le contour du triangle ABC 
{fig. 9). Abaiffons la perpendiculaire CP, & nommons AP^ 
x; C/^,y ; nous aurons P£ = a— x, ACe= V {xx -^yy) 

le C£ = /[(tf xy -H ^'y]. Donc le contour fera 

yC«x-+-yy) -+- V[(tf — *)*-+-y]-htf, & la furface fera 

^fL.; on aura donc /(«x -h yy ) -h • [(^ — *)* -H^*] 
4- tf =3 iTy & il faudra que la différentielle de — ^ foit =s 

o; c'eft-â-dire, qu'on aura —^ = o , & par conféquent 

Jy = o. Pr l'équation qui exprime que le contour eft confiant ^ 

1 j-j-i '1 A ^ xdx,-hydy U --x).'^dx^ydy 

^tant diilerenciee, donnera ^-^ h rr r: T" 

V C^:5cH-yy ) ^ [C^ — * )'-J-^yj 

xdx 

S3 • y qui â caufe que dy t=z o^ic réduit à — • — 

V (xx-^yyj 

i C^ — ^)^^ =3 o , ou divifant par dx^ & chafTant 

les fraôions , « V [(a — Af)* -f- yy] = (tf — *) • 
V(««-Hyy). Quarrant» on aura xx . {a — «)* -^xxyy 
a= (a — «)* • XX -4- (^ — «)* • yy; fupprimam de part 
êc d'autre les termes égaux , & divifant chaque membre pac 
yy^ nous aurons..... xju = (^i — x^y ou xx = tf ^ — 
>ax -f- XX, qui donne « = \ a y Ôc nous &it voir que te 
triangle doit être ifbfcèle. Ainfî il faut du milieu de A£f élevée 
une perpendiculaire y 8c ayant décrit du point £ comme centre 
êc d'un< rayon égal à la moitié de l'excès du contour <r (ùr la 
ba(è a y un arc qui coupe cette perpendiculaire en ^, fi l*oa 
tire CB 8c CA^ on aura le triangle qui a la plus grande 
furface de tous ceux de même contour 8c de même bafe. 

4^. Si Ton veut lavoir maintenant , quel efl géhe^' 
txûeaunt en$re tous Us .triangUs ds mime conêour | celui 
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fui a la plus grande furface y il fauc remarqoer ^u# 
quelle <]ue foie la bafe , on voit par la (blucion pfécé^ 
4cnte, que'» doit toujours ca être la inoicié ; c'eft*i-« 
dire, que quçl que foit a ^ on doit toujours avoir* x =3 
\ a. Cela étant » l'équation^ qui exprime le contour , fe t^duir» 
i V {\aa H- yy) -+- V {'^aa -h JJ> -♦- a = c, on, 
» |/(J ââ -H jrj) =s c — tf y quarrant, on aura a Or 
«^ ^ yy =3 ce — laç -H tf<^^ qui *donnc J^ 



1/^ /l^ -111 V Lji furface du iriaDfglc qui cft 

V (— r—)- 

Puis donc qu'elle doit être la plus grande de toutes, 
celles de méine contour y quelle que foit d'ailleurs la. 
bafe A , il faut égaler â zéro la différeotielle de • • ^i, 

^ — ï/^ f i^.JIl,JLlfJ\ ou de eu ^f {ce — »tfc)* 

prife eQ regardant ^ comme variable. Nous aurons donC^ 

d [a V {çfi — i^^)] ou ^ [a (^cc — iJ<)»], c'cft- 

i. -i- i. 

i-dirc, <ftf (ce-* »a<:)* — atC^^ («''^ — * ^^) * «=sQj^ 

# ad A 
on rfa /(trc — itf^r) — — ; -: s= o , ci» 

^A (<:<: -»- 1 tf c) — cada.rs=z o, ou <rtfia — icadd 5= Oji. 

dToû Ton lire a = ^ donc la bafe a doit être te 

3 
tiers du contour : & puifque nous avons vu d'aillcurt. 

que le triangle dcvoit être ifofcèle ^ il s'enfuit donc qu'ifc 

doit ctte équilatéral. Donc de tous les triangles de même 

contour , le triangle équilatéral cft cejuv qui a la plus grandç 

furface. 

jo. Dans cçs deux (olutioni ^ nous n avons, pa*, 
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égalé le dénominateur à zéro ; parce que , dans la 
première, cela nous auroit donné pour at une valeut 
imaginaire ; & dans la féconde , nous aurions 
trouvé tf r= -^ c, qui n*auroit point fatisfait non 
plus à la queftion ; puifque fi la bafe étoit U 
moitié du contour , les deux autres côtés fe con- 
fondroient avec cette bafe , & le triangle eft alors 
>éro. A Tavenir^ lorfque le numérateur ou le dé^ 
nominateur^ égalé à zéro, ne nous conduira point 
à une folution admidible y nous n^en ferons pas 
mention pour nç pas nous arrêter à des recherches 
inutiles, 

jl. Dans Ta vant - dernière queftion, nous no 
fômmes parvenus à déterminer , entre tous les 
parallélipipèdçs de même furface , celui qui avoit 
la plus grande capacité , qu'après avoir confidéré 
les parallélépipèdes de même hauteur. Pareillement, 
dans la dernière queftion ; nous avons détermina 
entre tous les triangles de même contour , quel 
étoit celui qui avoit la plus grande furface , mais 
en commençant par réfoudre la queftion pour les 
triangles de même bafe« 

Il eft ordinairement plus fimple d'en ufer ainfî i 
ç*eft*à-dire , <le réfoudre la queftion en ne faifant 
varief «nfi^mble que le ptu$ petit nooibre pofllblo 



■ '■ • 
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de quantités , & &ifant varier enfuîte & fïicceflî-f 
vement chacune des quantités qui ont été traitées 
comme confiantes. 

Par exemple^ fi l'on demandoic de partagjcr un nombre 
donné » en trois parties , de manière que le produit de 
ces trois parties fiît Te plus grand qu'il cft poflîble ; en 
nommant x de y deux de ces parties , & a le nombre 
donné» kl troiiîème feroh a — x -— j^, & le prodîitt 
des trois parties fcroit x.y (a — x — ^)f dont il fjut- 
droit égaler la diiTérentielle ^ à zéro« Mais au lieu de 
différencier en regardant X Se y comme variables ea 
.inême temps , je ne regarderai d'abord que x comnie 
variable; j'aurai donc aydx •— xxydx ^^ y^dx = o, 
d'où Tou tire x = \ (« — y). Le produit xy (a — x -^ y) 
k change donc en ^ j' ( a -— ^ )*. Je différencie maîn« 
tenant y en faifant varier y y U j'ai j dy (a -^ y)^ — J 
ydy (a. ^^ y) q^ue j'égale pareillement a zéro, & j'ai dy 
(a — y)^' — -Lydy (a — y)z=zo, d'od je tire y 
= j a; donc x , & la troilième partie a — x — ^ , font 
chacune -j- a^ 

5'2» On peut aufli faire varier enfemble , C Toa 
veut 9 toutes les quantités variables ; piiis raiïem** 
blant tous les termes qui font multipliés par la 
cîifFérentielle d'une même variable ^ égaler leur 
fomme à zéro , & faire la même chofe à l'égard 
de la différentielle de chaque variable. 

Ainfî , daos le dernier exemple , j'aurois aydx -*• 
axiy •— 1. xj i a? — Jc* iy — xxydy -^ y^dx =l o., 
égalant féparcmenc â zéro , la fomme des termes aJfedtés 
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3c dxf .& celle <les termes afïeftés de dy^ j*ti ajdx '^ 
i xyix — y^-dx = o^ Se a x dj — x^dy — » J'fJ'^;» 
== o; ou y en dîvifànc la première pTiv ydx, & la féconde 
par X dy^ a — z x — y == o Se a — x -^ z y = o , 
é()uaûoa dont il eft facile de conclure x= ja, &j^=:ja| 
comme ci dcITus. 

La rai(bn de ce procédé eft facile â appercevoîr , en 
remarquant qu'il n'y a ici d'autre condition à remplir^ 
£non que la difierenùcUe totale (bit zéro. Or ^ cette 
condition ne peut être remplie généralement , que de 
deux manières ; ou , en fuppofant que chacune des deux 
différentielles dx Se dy^ eft égale à zéro , ce qui fàtls«- 
feroit en effet , mais ne feroît rien connoître ; ou bien » 
* en Tuppolànt que la (bmme des termes qui multiplient dx^ 
aûnfi que celle des termes qui multiplient dy, font cha- 
cune zéro 3 ce qui eft précifément ce que nous avons pre(^ 
dit. 

^}. Lorfque les conditions de la queftion 
font exprimées par plufieurs équations , il faut 
avant d'appliquer cette règle à 1 équation différen* 
cielle qui doit déterminer le maximum ou le mi^ 
nimum , tirer des autres équations différenciées , 
les valeurs des différencielles d'autant de variables 
qu*il y a d*équations outre celle-là, & les intro- 
duire dans cette même équation ; alors on applique 
!a règle comme s*il ny avoit eu que cette feule 
équation. 

• Aînfi , dans l'exemple et - defTus y du plus grand paraU' 

léllpipède , nous avions cette équation z h x -4- t ày -f« 

,p,xy ss c c ^ 8c la condition que Axy. devoit étrç 



^^ C o zt Â s 

maseimum. Èi donc nous voulons regarder tout-à-ia^îl j 
hp X 8c y comme Tariable^, Téquaclon xAx -f- &c. don- 
nera en dtSërendanc , % h d x -f- i x d& 4** t hdy -H 
%ydh H- % xdy -+- % y dx ss oj & la condition da 
maximum donnera Axify -4- hy dx + xydh =s o. De la 

. . - , — i^>: — x^y — hdy — hdx 
première , je ure d h ^s — ^ ■•' -^ ^ ; 

X -hy 

fubftituant cetce valeur dans la féconde , j'a! , après les 
téduûions ordinaires, hx*dy -f- fiy^dx — xy^dx — » 
9c^ydy =3 o» Je puis maintenant égaler à zéro» la (bmme 
des termes qui multiplient dx , 8c celle des termes qui 
maltiplient dy» J'aurai h y* — xy* == o ou h = ;c^ 
^ A x^ — x^y =3 o 'y d'od en divifant tout , par le 
£i^ur commun x^ ^ on tire A — jr => o , qui donne 
h = y i & puifque Ton a A == x , on a donc aulC 
y :^ X i les trois dimenfions h^ ^y ys ^oi^c 'àonc égales ^ 
ce qui s'accorde avec la première folution ; & en mettant 
ces valeurs dans l'équation %hx ^ % h y -H ixy saL c c ^ 

iMi t 6 A* =2 c ^ , qui donne h s= }/ ( — j comme dani 
«ette même (blution. 

74. Non^feulement on peut ne faire vatîer Ie« 
quantités que fucceffivement , ou les faire varier 
toutes à la fois ^ mais on peut encore prendre pour 
conftantes telles parties que l'on voudra de ces 
quantités , pourvu que le nombre de ces nouvelles 
conditions arbitraires , réuni à celui des conditions 
de la queftion , ne foit pas plus grand que le 
nombre des variables , * , j , ? , qui Tcntrent dans 
la <|tttftioa» Cette remarque peut être de la plus 



grande utilité dans plufieurs queflions, principale^ 
ment quand il y a des quantités radicales. 

Des Rayons de courbure , ou de la Déve^ 

loppée. 

yy. Si Ton conçoit que fur chacun des pointt 
M j m y rr/^ &c. d'une ligne courbe quelconque 
(/g. lO), on ait élevé des perpendiculaires JlfiV^ 
mn^ vnln\ &c; les interfeâions confécutives n^ n\ 
&c formeront une ligne courbe à laquelle on a 
donné le nom de développée , parce que lî on U 
conçoit enveloppée d*un fil ABN qui la touche ett 
fon origine B s alors en développant cette courbe, 
Textrémité A du fil trace la courbe A M. £n effet , 
dans le développement de Nn y par exemple , en 
confîdérant N n comme une petite ligne droite , 
Je fil MNn décrit autour du point n comme 
rentre 9 Tare Mm auquel il eft nécefTairement per- 
fendiculaire , puifque le rayon d*un cercle eft pec« 
pendiculaire à fa circonférence, 

5^. La courbe A M ét;ant donnée, fi Ton 
veut, pour un point quelconque Af, déterminer 
îa valeur de Afn, qu'on appelle Rayon de la dévth 
loppée, on remarquera que Mn eft déterminé par 
le concours de deux perpendiculaires infiniment 
yoifines MN Se mn. C eft pourquoi- (/g. 1 1 )i^ 
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on imaginera deux arcs confécutifs Mm, mwf 
infiniment petits & infiniment peu difFérens 5 que 
Ton confidérera comme deux lignes droites } on 
imaginera auiîî M N perpendiculaire en Af fut 
Mm ic mN perpendiculaire en m fur m m\ Alors 
dans le triangle N Mm , reâangle en M y on aura 
^1 : un. M N m : : m N ou M N : M m, ou 
(à caufe que Tangle MNm tiï infiniment petit ) t 
s MNm : 2 mN ou MN : Mm ; donc MIST =3 

■ 

-; or, fi on prolonge Afm, l'angle ummfi 



Mm 



MNm 

MNm f parce que ces deux angles font 
complémens du même angle MmN, k caufe des 
angles droits NMm^ & Nmm'j donc MN =m 

Mm 



umm' • 



, Si Ton mène Mr Se mr^ parallèles à ÀP , il eft 
facile de voir que Tangle umr^ étant égal k mMr^ 
fangle umm' eft la quantité dont Tangle mMr 
diminue 9 ou h différentielle de l'angle r Jlf m , 
laquelle doit être prife négativement ici, où. la 
courbe eft concave , & au contraire , doit être prife 
pofitivement quand la courbe ell convexe 3 on a 

donc MN == ■ ^ '- — 77—r-» Cherchons donc 

-H fl ( r Mm ) 

îexpreffion de d (rMm)^ Or la tangente de 

rMm^ik-^% & ton cofinus (en nommant ds 

l'are 
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rare Mm ou y'(^ix\ ^ iy^)) eft 4^s ainfî 

d s 

qa^il eil aifè de le conclure de ce que le triangto 
rMm eft reâaogle; & nous avons vu (24) 
que \ étant un angle quelconque , on avoit i ^ 
s= < coC î )* 'f ( tang. î ) ; donc d (rMm) =s 

-£flic4^)î donc enfin MN=^ lf_ 

.rf.. ' é.' ^%d(p.) 

sts ■ ' ■ ■ — ' — . ' ■ » Ceft - là la formule pouc 

dM 
trouver les irayohs de la développée » quaiid les 

ordonnées font parallèles. 

^7. Pour appli(}uer ces formules à quelques exemples ^ 

fuppofons que la courbe A M foie un cercle qui aie pour 

^uaûoQ y y a=â \ a 9t •— • x x ; nous aurons j^ fs±3 

o,d X -~- X d X 

V^itf5f — 5:»),- donc «f y = . ^ ; ds =b 

"^ '^ }/ (%ax — Kx) 

W (dx^ + dy^ ) fera donc ^^^ ^ ^^ 



V (lax -^ xx) dx 

{tOL ^^ ," ~^ ^^ \ donc d l—JL.\ 



a — « . 3 ( ày \ — ^ ay dx 

I ; donc d 1 — .-— I SK , ^ 

V(iax — xx) \dxj . IJ 



la formule qui conWeat au cas préfenc , où la courbe 
eft Concave , de où. les ordonnées font parallèles , oft 

; elle (è ehangera donc en.«««.t>«t«i 






- -"^ (4^) 



•^ rrr" *=* <» c*«ft-à*dirc, que le rayon de b 
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développée eft qoqjouts de même grandeur i( égal an rayon 
du cercle , enforce que la déveioppce fe réduit â un poînc qui 
«ft le centre; ce qui s'accorde avec ce que l'on connoît. 
Prenons pour fécond exemple , la parabole qui a pour 

dquacioBy =,ax, ou jr =s Vax ^^ a^ x^, nous aurons 
^j s=s ^a^ X ^ dx; donc dj = V (dx* -#- dy^) =3* 
^(dx^-^iax'^dx^J^dxT/^fi ^^±J\^ 

'*K V — Ti; — ) = T* *y» /c4« + «),* 

Ja formule ■ — devient donc* • ,^ 



-'-'(-If) 



|y— "îif j:» (-4*-*-*;' _ . C4»-«-g;' 

dx^X^a'^x î dx tf» 

4* -4- ^ 



K(^.— ). 



58* Les rayons de la développée fervent a 
tnefurer la courbure d'une courbe en chaque point. 
Fuifque dans le développement de 1 élément Nn 
de la courbe BN (Jig. 10)^ le fil trace le petit 
arc mm^f cet arc mm^ a donc même courbure que 
le cercle qui aurbit pour rayon m n« Ainfî ^ quand 
on a rexpreflion du rayon de la développée , on 
a pour chaque point , le rayon du cercle qui a 
ânéme courbure que la courbe , en ce point. Et 
«omme la courbure d'un cercle eft d'autant plus 
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gtzYiiàe que fon rayon eft plus petit $ c'eft-à*dîre , 
^ue les coutbures des cercles font en raifon inverft 
de leurs rayons y il fera dqnc facile de comparer < 
la coui^ure d^une courbe^ en un point quelconcjue^ 
avec la courbure de cette même coutbe^ ou d'une 
autre 9 en ud {)oint quelconque» Ainfi j^ (i je voulois 
comparer la courbure de la parabole , à fôn origine ^ 
avec celle qu'elle a à lextrémité de l'ordonnée qui 
paiTe par le foyer, je remarquerois qu'à l'origine 
on a X =±: o , & que rabfcifTe qui répond aa 
foyer, eft ^ « C^lg* ^pi )• Faîfant donc fuccef-*' 
fivementj dans l'expreflion du rayon de la déve-r 
loppée *s=o,&Jir==3^fl, j*aî ^a & a}/^ 2p 
le rayon de la développée eft donc 7 a , à l'origine ^ 
& il eft tf )/ a à l'extrémité de l'ordonnée qui 
pafTe par le foyer ^ donc la courbure , au premier 
de ces points, eft à la courbure au fécond ^^.laf/'x 
; 7 tf ^ ou : : 2 V 2 : té 

Puifque le rayon MN ie la développée n*eft autre 
chofe que le fil qui enveloppoit , ou que l'on peut 
concevoir avoir enveloppé la courbe B N^il s'enfuit 
donc qu'il eft égal en longueur à l'arc B N plus la 
partie AB dont le fil excédojit la courbe, lorfque 
le développement a commencé , c'eft à-dire , plus 
le rayon de la développée à l'origine y^. Donc la 
courbe fi// eft reâifiable, c'eft-à dire , qu'on peut 
aiUgner la longueur de chacun de fes arcs B N% 

£ ij 
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DU CALCUL INTÉGRAL. 

yp. XL s'agît îci de revenir des quantités diffé- 
rencielles , aux quantité^ fînies^» dont la diiFéren- 
dation a produit celles-là : la méthode qui erifeigne 
comment fe fait ce cetour, s'appelle le CaUul 
kitégraU 

Il n y a point de quantité variable exprimée^ 
algébriquement , dom on ne puiffe trouver la difr 
ferencielle ; mais il y a un grand nombre de quan- 
tités difTéreacielles * que Ton ne peut intégrer : 
les unes, parce qu'en effet elles n'ont pu réfulter 
d'aucune dififérenciatian ; telles font les quantités 
X dy ^ X dy — y d x ^ Sec. les * autres , parce 
qu'on n'a point encore trouvé de méthodes pour 
ks intégrer; & parmi cefles-cî, il y en a dont on 
a lieu de défefpérer d'avoir jamais l'intégrale. 
t' Quoi qu'il en foit , on peut tirer un parti très- 
avantageux de celles que l'on fait intégrer : nous 
allons tâcher de les faire connoître : nbus verrons 
enfuite ce qu'on doit faire à l'égard de celles qui* 



* Par quantité dtfférencîelle , nous 
•«ACenaons ici , noB-reulemene ccHc 



gui léfulcc d*iiat diâcrcacûcipA » 1 d*uw on de pluiîeurs yariablcs 



mais en gcnéral^ toute q^uantité al&c- 
tée des diffctencielles dx, dy^ Scc^ 
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le refufent à riDtégration. Commençons- par nous 
expliquer fur quelques façons de parler dont nous 
ferons ufage. 

Nous appellcîlîons Jbnffion d*ufte quantité , toute 
expreûion de calcul dans laquelle cette quantité en» 

trera^ de queîque manière qu'elle y entre d'ailleurs» 

(Ainfi 3, ar , 51-+- t **, i/' Çax^ ^H b x^) , &a 
font des fonâions de x. 

Nous, entendons par quantités algébriques , celles 
dont .la valeur exaâe peut être afCgnée , en exé** 
curant un nombre déterminé d'opérations de l'Al- 
gèbre. & de TArithmétique , autres que celles qui 
dépendent des logarithmes. Au. contraire ^ nous 
appellerons quantités non algébriques ^ celles dont on 
ne peut afligner que des valeurs approchées , ou 
qui (uppofent (les approximations : les logarithmes 
font dans ce cas , & i! y en a une infinité d'autres» 

Pour indiquer l'intégrale d'une dîfférenciclle ^ 
nous nous fervirons de b lettre. / que nous met- 
trons devant cette quantité : cette lettre équivaudi-a^ 
à ces mots fomme de ^ parce que intégrer , ou 
prendre Vintégrale , n'êft autre chofê que fommer 
tous les accroifTemens infiniment, petits que la 
quantité a dû prendre pour arriver à un étair 
déterminé». 
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Des DiférencielUs à une feule variahU j qui 
ont une intégrale algébrique ; & premièrment 
des differencielles monômes^ 

60. Règle fondamentale* Pour intégrer une diffU* 
rençiclU monôme ^ il faut i^ augmenter Vexpofant de 
la variable (i^une unité ^ 2^ iivijer par cet expofant 
ainji augmenté de l^ unités & par la differencielle de 
la variables c'cft - à - dire , dîvifer par ce nouvel 
f xpofant multiplié par la differencielle de la variable; 

La raifon de cette règle ne doit pas être cher«t 
çhée ailleurs que dan$ le principe même de U di& 
férçnçiation ( IQ ). Comme il s^agif de retrouvée 
la quantité qui avoit été différenciées il e(^ viflblQ 
quil faut appliquer des opérations contraires à 
celles qui ont été prefçrites pour h. di^Férçnqat^oi^^ 

CçU poféj^ appIic[uon$ la règle. 

fyxdv ou /» *■ dx = if-jr——^ = **i/'4K ^ 



De lûèvne fax^ dx ss ^ , =s •— j — z^\ax '* 

• *^ *^ ^♦••* ••*(|-^i) dx ' ' ^ - s. - 
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Fareiliement j oa fax ' dx = ■ . - ae 



Ea général, m étant un expofànt pofitîfoa négatif, entier 

- ^ ' û x'"'^^ d X 

on iraélionnaire» on tara fax'* dx = .- < — ; — sss. 

( m -^ i )dx 



m-4- I • 



On n'a pas be(bîn de cette règle pour trouver llntégrale ^c 
dx f ni àe adx ^ aae Ton voit aifément devoir être x pour 
la première, Se ax pour la féconde. Mais fi l'on voaloit y 
appliquer la règle, on remarqueroit que Texpo&nt de x dans 
ces diffîrencielles eft zéro , & qu'elles font la même chofe qùe- 
x^'dx & ax^dx^ dont l'intégrale,, fuivant la règle ^ eft 

& , ou « 2c ax^ 
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Il n'y a qu'on cas qui échappe â la régie fondamentale;; 
c'ed celui oâ Texpotant 01 aoroit pour valeur — x ; car alors: 

„• , , j . ax^^'^^ ax^ a . ,. 

iintemile devient -*-— ou ■ ou — , quantitcr 

** — 14-1 o o^ 

inafltgnable , parce qu'elle eft infinie : en ei&t , fi l'on conçoicr 
que le dénominateur , au Heu d'être zéro , (bit une quantiié- 
infiniment petite , on voit qu'il doit être contenu une infinité- 
de fois dans la quantité finie tf , âc que par conséquent la frac- 
tion ieroic infinie* Nous expliquerons , par la fuite^ pourquoi 
le calcul donne ici uae quantité infinie; mais en attendant^ 
nous ferons remarquer que 1» di£Eérencielle propofée ax^dx- 

qui eft alon ax'* dx^ oo. — .— ~ eft une dlfTérencielte de:- 

X 

logarithme; c'eft celle it alx ou de Ix^x ^^ qu'on peuft 
le voit aifibucnt en diffitreocîapt (17)^ 

£ iy 
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Si la (^îfiTérencielIe monôme avoît un radical y 
on fubflitueroit au radical ^ un e;ppofant fraâion^ 

naire. Âinfi pour intégrer adxyx^ , on intégrera 

adx • ^T ou ax'^ix^ ce qui fe fera commo 
ci-deilus. 

d. Nous avons vu (8) que lorfque dans les 
quantiiéç quon avoit à différencier, il fe trouvoît 
des termes (put çonftans , ces termes ne fe trou** 
voient plus dans la differençielle. Donc^^lorfqu'on 
remonte à l'intégrale , il faut avoir foin d'ajouter 
une quantité confiante à Tintégrale, Cette confiante 
apra telle valeur qiie Ton voudra , tant qu^on n'aura 
pa? d*autre objet que de trouver Tintégrale , c'eft- 
è"dire, de trouver une quantité telle qu'en la dif- 
férenciant, on reproduife la différencielle propofées 

çn effet, -ii & -^il--^ ^ C^ C étant 

m -f- î m 1+- I 

une confiante quelconque , auront égalepient pour 

diffvîrencielle la quantité ax^dx, quelque valeur 

qu'on donne à C Mais lorfque l'intégration fe fait 

dans la vue de fatisfaîre à une queflion que l'on 

$'cft propofée , alors cette confiante a une valeur 

que l'étac de la queflion détermine : nous verrons 

C€îla par la fuite ; mais , à l'avenir ^ nous aurpns 

toujours fgin d çn ajouter un« è la fuite de chaque 
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intégration ; & aHn qu'on la reconnoiffç pouc 
telle y nous la défignerons toujours par la mêmt 
lettre C, 

. Des Biffer encidks complexes dont T intégration 
rentre dans la règle fondamentale. 

'62. 1**. On peut encore intégrer par la règle 
précédente toute quantité dans laquelle il n'entrera 
point de puIiTances de quantités Complexes , ni des 
divifeurs complexes , à moins que ces derniers ne 
fuifent des quantités confiantes. 

Ainfi peur intégrer ax^ dx -f- '.4: e dx^ 



r 

flncégrerai IHparément chaque terme. Se j'aurai 



4 



h ^ af 4- r. Pareillement l'intégrale de ax^dx^k- \ 

5 € x^ ^ 

ou de ax^dX'+'tx^^dxj cft -^^ -h ■ ^ + Ct 

ax^ h ^ 

•U ,- — . 4. C. 

4 3*» 

^3. a^ Quand mémo il entreroit des puif- 
fances des quantités complexes ^ on intégreroit ' 
encore par la règle fondamentale , pourvu qu'elles 
ne (e trouvaifent point au dénominateur , & qu'en 
même • temps leur expofant (ut un nombre' entiet 
poiitif* 

Par • exemple , f a rh * ** >* ?? '* slntégreroît par b 
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règle précédente, en élevant aânclleoient a'-h tx* iU erof>^ 
ficme puiilance , ce qui (j^lg. î%6) (k>nneroic ^ 4- 5 a^^J^ 
-f- 3 tf ^*jp* + ^' X*, & par conféqacttt (a -h *«* j* dM 
tsz a} ix ^ la^bx^dx -♦- 3 ab^x^dx •+- l^x'dx^ dont 

fintégrale ; prifc terme à terme , eft a> y 4- -i -H 

•^-2 ^ 1 + r. 

î 7 

64. Comme il n'y a pas de quantité com-^ 
plexe élevée à une puifTance dont Texpofant feroic 
un nombre entier pofitif, que Ton ne puifTe, par 
la même règle donnée (Alg. ia5>, rédutre, aînfî^ 
à une fuite finie de monômes , on pourra donc 
toujours intégrer toute quantité complexe qui ne 
renfermeroit d'autres parties complexes que des 
puiiTances dont l'expofant feroit un nombre entief 
po{]ti& 

AinC , fi f avojs i intégrer g x^ d x ( a ^ b x^ )^ ^^ 
m^ x^ dx(e •+• ex* H- /«' )* , je développerois par la règle 
'citée 9 la valeur de (a 4- ifX^^j & je multipiicrois chaque 
terme du réfultac , par gx^dx; je développerois pareille* 
ment la valeur de ( c -h <»*+/** ^^, fie je raultiplieroit 
chaque terme du réfultat , par a^ x'' d x ; alors je n'aurois. 
plus â intégrer qu'une fuite de monômes^ ce qtd eft le cas 
de la règle fondamentale* 

6f* Il faut excepter ici y le cas où quelqu^uti; 
des cxpofans étant négatif, il arriveroit qu après; 
le développement & la multiplication , Texpofant 
de U variablee » dans (jueiqu'un des termes | feroife 
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<-^ I ; mais dans ce cas on intégrerait par logâ^' 
rithjnes. 

adx 
Par exemple, fi j'aross (a +• ** J*, ou ax^'^i» 

X* 

f 4 4- & x^ ^^ ) je le cliangecois en ax^^ d*( a* 4« x « i s* 

H- ^* x^) qui revient i a^ «"' <f * •+- » tf* * ^~* <i* H^ 

^h^xix^ dont les deux termes a} x'^ dx ^mb^ x ix 

— a*x"* ai*** 

46c pour intégrale — — «f- ■ j mais le terme 

dx 
%a^ hx"* dx qui eft la mâme choie que %a*t ■ , eft 

\ * 
(27} la dlfiérencîelle logarithmique de ^a}htxi enforte qae 

fintégnde torale eft — 4- h ia^ilx'+» C4 

•66^ 3^« Si la quantité difFérencielle propofé« 
renferme même une quantité complexe , élevée 
à une puiflànce quelconque (dont l'expofant foit 
entier ou fractionnaire , pofîtif ou négatif) » on 
intégrera encore » fi la totalité des quantités qui 
multiplie cette quantité complexe , eft la difFéren- 
cielle de cette même quantité complexe ^ confidérée 
fans fon expofant total ; ou fi elle eft. cette difFé- 
rencielle multipliée ou divifée par un nombre cons- 
tant. Il ne faudra pour cela , que regarder la quantité 
complexe dont il s agit , comme une feule variable j^ 
$c appliquer mot à mot la règle fondamentale. 

Par exemple y gdx (a ^ i x )t eft dans ce cas , parce 
^oe ^ 4 J( «ft la 4ifôrç«çicUç 4e ^:tt^% miiItipUée pac 
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X* foi efl nne'qàahcicë confiante; alnC pour Tincégrer f£^ 
tiisfgdx(a + *«;#ac S L_- i_-^4.r=» 

gdx(a + bx)P^i ^ ^ _ i gr^-4-^^;^*' ^ ^ 

(/^ + ï) ^^* (/^ -H i) ^ 

En effet y fi Ton Jifférende cette nouvelle quantité^ on le^ 

ftottve gdx ( a 'h h x)P. * 

u^dx'^^oxdx 

£h examinant de même la aiffércndcUe — r-r ^ 

» V ( tf Jc -H xx) y 

en {à^ dx ^ % ax dx) {a$c + x x) ^, on trouvera 
qu'elle eft intégrable, parce que a^dx'^xaxdx cH la 
différencielle de ax '■h xx y multipliée par une confiante a» 
^Appliquant donc la règle , on aura jf{a}dx + ^ax dx ) 

îr^v^••^"•» - ia^dx+zaxdx)(,ax^xx)^ 
^ ' ^iadx'h^xdx) 

Le (èul cas, â excepter » efl celui od Texpofaot de la quaa-* 
tîté complexe feroît «- i j^ alors on intégre par logariclimes ^ 
lûnfi que nous le verrons par la fuite. 

Des DlfférencUIies binômes qui peuvent 
s'intégrer algébriquement. 

ISj. Nous entendons par dlfierencielte binôme » 
telle où la quantité complexe la plus compofée^ 
cft une puUTance quelconque d'un binôme. 

Aînft gx^ dx{a -4- Bx^)^ efl une différenclelle binôme; 
Il ta cfl de même de gx^ix {a + i x^.)f qui pei& 
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tepré&acer toute difiërencitllc binôme , parce que par g, ai 
t^ m y ftf p y on peut entendre tous les nombres imaginabien 
pofiûfs ou négati£s* 

On ne fait pas mtégrer généralement , toutf 
dlfférencielle binôme. Mais on voit, par ce qui 
précède , qu'on fait intégrer une difFérencielle bi<<( 
nome gx^dx^a^bx^Yy dans les detix cas fuivan^ 

i^. Quand p eft Un nombre entier pofîtif quel-* 
conque , quels que foient d'ailleurs les expofanf 
m Scnf(6^) , à l'exception du cas mentionné t^j)« 

a?. Quant l'expofant m de x hors du binôme^ 
eft moindre d'une unité que l'expofant n de x 
dans le binôme ; c'eft*à-dire , qu'on peut intégrer 
généralement g x^ " \ d x (a ^ b x^y , quels 
que foient n 6c p ^ excepté le cas où ;?=:—- z ; 
En effet gx^'' Idx cH la différencielle de ^ -fs 

î *" , multipliée par -J^ , c'eft-à-dire , par und 

confiante ; on rentre donc dans le cas dont il eft 
queftion (66); Se par conféquent on . intégrera ^ 
comme il y a été enfeigné , c'eft*à-dire , par la règlei 
fondamentale , en regardant a^^bx^ comme un« 
feule quantité. 

Outre ces cas » il y en a encore deux autrei 
que l'on peut comprendre en un feul , & qui 
comprennent le précédent : nous allons les fair^ 
ConnoUre» . - * 
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6%. I^ On peut intégrer toute dîfierencietltf , 
binôme , dans laquelle Texpofant de x hors du 
binôme , étant augmenté d^une Unité ^ pourra être 
idivifé exaâeiAent par l'expofant de ;i^ dans le bi« 
fiome , & donnera pour quotient un nombre entier 
t>ofiti£ Le procédé qu'il /aut fuivre dans ce cas , 
pour intégrer, ainfi que pour démontrer que cela 
çft général , confîfte à égaler la quantité binôme 
(fans fon expofant total), à une feule variable, & à 
exprimer la dificrencielle propofée à Taide de cette 
variable feule & de confiantes; ce à qvoi on peut 
toujours parvenir facilement, en opérant comme 
dans les exemples fuivans« 

Propofons-nous d'abord d^mftgrer gx^dx^a -4- l^x*y^ 
Je vois que cette dlfférencielle eft incégrable , parce que l'ex-r 
po&Dt de X hors du binôme, c*eib-à-dire , 3 , écaot augmenté 
d*ttne unité , donne 4 , qui divifé par l'expofant 1 de x dans 
)r binôme , donne pour quotient t , nombre entier pofitif* 

Je £ùs donc a + ^ x* =s ^« De cette équation je tire 

9c* ss ^ — « Je remarque que x^ dx qui précède la quan* 

âcé binôme » vient ( â an multiplicateur confhuit près ) de la 
différenciation de x* quatre de x* t j'^léve donc , au quarré , 

réquatioA «* c= ■■ ^'J^ , 9c j'aj «♦ = f -i-ZLf- j ; donc 
en différenciant, faurai ^x^dxzix . fSlZfJ\ ^ -^ , ae 



t.' 
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Subftîcuaiit pour x* dx t & pont (d •{- ix*), lents valeata 



%^' 



•a gl'**"^! _ £f 4^. Donc fgx^ d x (a + 5*n^ 



^+» 



OQ) (i caniè que ■ ■ ■ cft muluplicateur commun) sa« 



€1 



Y— ~ a)'^ Ci rteactaoit ioncpoux Ij là valear a <-f* ^ «*V 



BOUS aurons 
5 



■^ (a 4- ***)^^* L-1. (a + *;.-) -* 



tf] + C. 

9 

€$. On opérera 4'une manière (èmblable , pour toat autre.^ 
cas airu/eccj aaz mêmes condidons* Prenons , par exemple , 

gx^dx {a -4- 3x*)""7, qui Joie être infégrable , puiique' 
l'expolànc 8 augmenté de i , c*eft - a - dire , . 9 , étant divifé 
par Texpolkn: } de x , dans le binôme , donne un nombre 

enôer pofitif. Je ferai donc a 4- 3 x' =: { y j'aurai x' = ^ . * 

^ comme x' d x qui précède le binôme » vient ( i un mQldlplJca<^ 
liDr confiant près) delà différenciation de x^, pour aroir x' je 

cuberai l'équation «* =: Lll? : j'aurai x» = ^IZLf^^i différeq- 
^nt pour aroîr x*ix/?j'ai f x^i/xsj # H , J ^T"** 



— L • t"* ^, ou f en ÊiiGiQC les opératîôitf 
3 ^ 
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|t pir coûfiqueiit 9t^ dx :is fSSZjL\ . — L^ Lt iiÊéM 
leocîelle gx^dx { a, 4- 3 x' j '"' ^, Ce changera donc tn g^ 

indiquées , c'eft-i-dire , élevant ^ - — au qoarri , & mui^ 

tipliant pat î ^) .iX_ d^ ^^Fi 

ti; g^'^ .'/^^ , dont l'intégrale çft -^J-, -m 

.^^"^ L ^- .£fli L 4- C, qui, i eaufc dtt 

Pittluplicatear comman — ^ ï S ï^ rédoie i --— 

^ ï "" T (JJL^ _ jiîiL ^ 3 a^ ) -i- f , on enfin , en 

* \ 7 4 

g 
remettant pour ^ Ci valeur « + **', l'intégrale eft -— • 

7 4 

H^imn + C. 

Telle cft la méchode qu'il faudra fuîvre toutes les fois que 
rexpo&nt de x hors du binôme , étant augmenté d'une unité ,' 
âc divifi par l'expoGint de x dans le binôme , donnera poiar 
fluotient un nondire entier- pofitif» 

70, a**. Quoiqu'une quantité dîffércncîelle bw^ 
iÔQie ne foit pas dax» le ca« dont nous venons 

^ 4f 
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ëe parler » il arrive néanmoins ^ aiTez fottvent » qu'on 
peut ly Iramenèr » à faide d'une préparation aiTex 
fioiple 9 àc qui conOfté à rehdre négatif rexpôfant 
de X dans le bbome lorfqu il eft pofitif , ôU pôiitif 
lorfqu'il eft négatifs Fout cet effet , il faut divifec 
les deux tei^mes du binôme ^ par la puifTance de x 
qui fe trouve dans ce binôme > & multiplier hors 
du binoiàe % par cette mén^e puiiTahce élevée à la 
puiflance marquée par Texpofant total dû biâome« 

Par exemple » poor rendre négatif ' TcxpoCint % àt x 
idans le binôme gx^ix (a *h ^«*}'> je divi(ê a^ bxf^ 



a 



par jc\ ce qui me donne gx^dx ( ■ ■ 4- ^)% M 

iv ■ 

gx^dx (^aX^* -4- j)% mai$ comme la ^oantité «^ par 

laquelle on a divifê , c& cenfie élevée i la cinquième 

puiflànce ^ potiqu'elle eft comprilè foal TexpoCint rotat f. 

dtt binôme , il tant « par compenfàrion , mulrîplier au-» 

dekon, pat (âr*}S c'eft-d-dire, {jiig. ptf ) par ie'% Ce qdi 

donne gx*^dx («Jir* •!- ^y# 

En appliquant cette préparation ^ oH trouvera 
que plufîeurs difierencielles binômes qui ne feroienc 
pas comprifes dans' le cas précédent, y reviendront. 

l^at exemple, fi Ton taie dônndir i incégreré««tt»««*; 
^^dx ^ , — 1 . ' 
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que rexpofim< de m hoct da binôme , c'eft-d-dire, o^ 
étant augmenté de t , ce qui &it i , ne peut écre diviS 
^laâemenc par TexpoGint a de » dans le binôme i ma 
l^mrois cort d'en copdure que la quantité propoCe n'e 

MécMiiue. l. Pêrh C 
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I 

I 

par incëgrable ; car û je rends négative la poidânce ic m 

dans le binôme , en écrivant* ••••.••••••••••••••••.«•«• ^ 

na (x^*) * </* "(aax"^^ -H i^ » ^uî fc réduit 2 

^axr^dx (uaxr^ -H-iJ""*> je vois alots que -* 

3 augmenté de i, c'eft'-â-direi p—^-f-iott— -i^ 

étant dlvlfé par l'expolant — i de x dans le binôme , 

, iionne pour quodent un nombre entier poiitlf ^ ainfi 

faîGuit a a x~* *+- i =s r , j'en tire xr^ s= -i ; & 

comme an' Jx eft ("â un multiplicateur conftant prèsj 
la différencicllc de «"*, je différencie , & j'ai — 2 *•"* 

^;e =: — ^y d'qù je tire «"^ rfjç c=s — 1-, La ' 

4i<Rïencîclle aa7r\dx (aax"^ -f- i^"~* fe cbange 

««oc en — : -î — L. . ^ * , ou 1 i- , dont 

% aa % 

I ! 

— 7 * ■ 

Tintégrale eft ^ - S^^^^. + C , ou î""»4- C, o« 

(en remettant pour i u valeur) {aax ^ + x) ^ -^ C^ 



ou — '. + Cy Qvà Ce réduit â — ~ 4- 

V{aax^'-hi) V (aa -{•• XX) 

^; Ainfî le procédé pour intégrer y efl le même dans ce cas^ 

^ue dans le précédent.^ 

71. Nous avons fuppofé quH ji*y avoît .-de 
puiiTance de x^ que dans lun des deux ternies du 
binôme» S'il y en avoit dans • tous les deux ^ oa 
i^mèneroit la quantité à n'en avoir que dans un^ 
en divifant le binôme par Tune des deux puiifances 
àp X ^ qui fe trouvent dans l'un de fes ternies ^ 
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fit multipliant au dehors pat là même puilTance 
^ élevée à la puiiTance marquée par rexpofant du 
binôme ; & cela par la même raifon que nous 
tenons de donner (70), pour rendre Texpofant 
négatif. 

Aai9% û l'on me propotblc ^'intégrer 



eu aax'^^dx (tf« «4- **) ^' je le changerois en 

aaxr^ (x) * dx (a 'h x) », en divifant le binôme 
par Xr êc moltipliaac y aa dehors^ par x élevé â la pulf- 
iànce •— f qui eft celle du binomeé Cette quantité fê 

féduit i tf tf «~ *4ar (^ -+- x)~». Si on lui applique 
la règle du premier cas (68), on ne trouvera point 
que cette quantité foit intégrable ; mais en rendant négatif Tex^i^ 
pofimt de X dans le binôme , on auraé«.,«»,«*«,,«««»4«^ 

aax~ » * (x) "^ ^ ix {ax^^ 4. i)""*> 00 aax^'^ 
dx (ax-* -h t) "^ ^ <{m (63) eft intégrable. Faifant 

i' — » I 
Jonc 4 ;if*' «4- i = ^ , on aura *""' =rs ^ ; difFéren- 

a 

dantft on a — «"• J* = — ^, ou a?"* 4x =3 Zl—i . 

donc aaxr* dx (dx"* ^ i) * ft change en — adi d, 

t 

j*" », ou — 4î ^ d^y dont Tintégrale eft 5 4^ 

î 
i. 

C, on — s4{ ^ -f* ^> ou (en remettant pour i fà valeur J 

•• a 41 faiT' ^ ip -♦-. C, ott enfin — » a^f — 4- i) 

X 

F ij 
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Lorfqa'on aura fak fur oiie diffetenciette bi^ 
nome 9 Texameu des deux cas que nous venons 
d'expofer^ fi elle ne fe rapporte à aucun « alors il 
eft inutile d'attendre une intégrale purement algé-: 
brique. 

Quant aux difTérendelles trinômes, quadrinomes^ 
&c c*eft4 dire, dont la quantité complexe ren- 
ferme trois., quatre, &<:• termes » elles font inté- 
grables dans les cas énoncés ( 62 & fuiv )« U y a 
encore quelques cas où elles admettent une inté« 
grale algébrique ; mais ces cas font en fort petit 
nombre, & fe préfentent rarement .^ ainG nous n% 
nous en occuperons point ici* 

Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir 
celle qui font intégrables , & celles dont Tintégralc 
peut être rapportée à une intégrale donnée* 

[Application des Règles précédentes ^ à la 

quadrature des x:ourbes^ 

72. Pour trouver la furface ou (ce qui revient 
au même ) la quadrature des lignes courbes , on (è 
repréfente ces lignes comme des polygones d'une 
infinité de cotés ; & des extrémités M Se m de 
thaque cBté (/g. 12), on imagine les perpendi- 
culaires JlfP., mp, fur Taxe <les ab&iiTes , ce qui 
4écompofe ia furface en une infinité jde trapèzei^ 
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uiiiniineRt petits. Alors on regarde chaque trapèze^ 
tel que Pp m M comme lat diflpétencielle de lîefpace 
fini APM;, parce qu*en effet, PpmM :ssx Apm 
— APJft^=^ à {^AFM}. Il ne s*âgit dbnc que 
d'exprimer algébriquement le petit trapèze. P/im Jlf, 
& d intégrer enfuite. cette expceflioB ^ à Taide des 
règles précédentes. 

Mais* en eonfîdâ'ant Pp-mM comme difif^reff* 
cielle de la iur&ce, il faut remarquer, qui! n'eft 
|>as plutôt la différencielle de la furface comptée 
depuk l-origine- À des abfciiles , qiril n'èft la- diffé- 
rencielle de tout autre efpace KPML compté 
depuis un point fixe & déterminé K » puifc^u'ôn a 
également PpmM = KpmL — KPML m i 
(KPML). Donc , JorfquTon incégrew, on n'a pa», 
droit d'attribuer l'intégrale que donnera immédiat 
tement le calcul , plutôt à lelpaoe ARM, qu\. 
toute autre* e(jpace KP LM qui en dt£f^re d'ua 
efpace déterminé & confiant KAL. H' faudm. 
donc a)oute^ à. l'intégrale trouvée parole calcul^ une. 
confiante qui exprime ce donc- Téfpace- que V<>n il 
deifein de déterminer , diffère. de celui que donn^ 
•hnmédiatement le calcul ; . nouft. vercoqs.. dans, lesk 
exemples que nous allons^ donner » comment oa^ 
détermine, cette confiante. ChercbonfiL d'abord Jexr 
prcflion de^l!efpace PpmM^^ 

Ntamnon^ A^x^i f^n^ys tow< auronjt 
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Vf sadXfpmsstym^ iy, lÀ (urlâce <JU 
trapèze PpmM (Géom. 142) eft ^-^ -^ P » 

m 

Mais pour exprimer que Mm eft infiniment petit , 
il faut rejeter ^JLJl qui eft infiniment petit à Tégard 

de yàx ; on aura donc ^ix pour rexpreflîon 
générale de la dififérencielle ou de l'élément de h 
furface de toute courbe. 

* 

Pour appliquer cette formule à une furface pra« 
pofée dont on auroit Téquation , il faut tirer dei 
cette équation 9 la valeur de y , que l'on mettra dans 
la formule j^i^;:^* a]or$ on aura une quantité toute 
en X & if X 4 qui 9 lorfqu'elle pourra être intégrée 
par les règles précédentes , donnera » en y ajoutant 
line confiante ^ Texpredion de la furface de cette 
courbe , comptée depuis tel point qu'on voudra. D 
ne s'agira plus que de déterminer la confiante , ce 
que l'on fera en exprimant de quel point Ton 
prétend compter la furface ; nou$ allons voir cooi» 
ment cela fe fait. 

Prenons , pour exemple » la parabole ordinaire ^ qui" 
%. pour équation y y zs p x. Noos aurons j ss 1/ p x 

t^ p 9 X ^ ^ donc ydx d«vi^ndra p^ 9^* dx '^ or Tintée 

» » X ' a X 

gn4c dç ççRC quanuii (60) cft j^ ' . — r+» ^1 ^'^ 
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yfi* X* "+? C; cette. (kroière expreflion eft <ionc ecHe àt la 
fiir&cc de la parabole ;. eh force que connoiflânc rabfciiïe 
ff , £e le paramètre /», on auroîc la valear de refpace APMi 
oa de l'elpace KFML compté depuis un point déterminé 
AT , d la confiante C étoit détermiaée ^ c'eû'^i-dUe, fi cette 
iatégrale ezprimoit andlueilement de ^iiei poiof. on com^pte* 

Suppofons donc que noos voulons compter les erpacef- 

depuis le point A $ alors on aura APM = f p^* ^ -4" ^ 

Pour (avoir ce que doit valoir C» pour que cette équatiov^ 
ait lieu , il faut remarquer que lorfque x devient q y Tefpace 
APM t^ aufil zéro ; dans ce cas réquadod fe réduit â o 
s o + ^ ; donc C = o \ donc pour que l'intégrale exprime 
les e(paces comptés depuis le point ^^ il faut que la coni^ 
tante C (bit zéro \ c'ed-à-dirCy qu'alors il n'y a point de 
confiante â ajouter, & Ton a, en général, l'ef^^ace indéfint, 

APM. zzz^^f^^x^ 

Mais , fi l'oà vouloir compter les efpaces depuis le 

point K ^ tel que AK =3 ^ (^ étant une quantité connue)^; 

1 j 
alors on auroit KPML ssz \ p"^ x'^ + C ; 01 ces elpace^. 

KPM,L deviennent o , lorlque AP c\i x devient as y^. 

ha a donc-alors o = J /^ * ^* -H C;. donc ^=s — f ^» *^» , dt 

'11 « i 

par conféqucnt iC/*MZ=:||»***— J/?»**^ . 

On voit pat-lâ| i qjiei fort la confiante que Ton ajoute: 
çn inrégrant, & comment Tétac de la.queAion^ ièul, peut \%: 
déterminer. 

•1 i • Il 

RemafquoBS que 1/**** s=sf/>*«» X X ; or 

jp » af » sa y ; donc f p » * » on j*^ ^ ;v » X ^ =s | flfjt* 



•Jh. 



\ 
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Jonc jmifque f J7 ^ ^ î exprime l'eipaecr A^M^ cet eP 
pce aura auffi pour expre/Eon | ^ry^ c'eft-2-4ke, f 
4P X /'AT» ou Içs f du rcôangic APMO^ (|ad qu9 foit 

- Pareillemeiic ^p^h^ias^p^h^x h ; ot^ lorfqne 4 
ess A K zsz h^ réqnation y y as /rjc donne jj zsi fh^ ic 

par coûféquent j^ ssp'^ k* f c*efi-4-(llre, XX sssp* t'^^ 

donc ff »^» ou f^»*^x # ^ î JTL X AS,' dottc^ 

poirqne l^ipace KPSfL^ pour «xprefllon f / ^ x ^ — |- 

t i 
^"^^ >, îf aiiraaufli poar exprdConj^Px PjH^ 7 ^K x KL^ 

C'cil-â dire, } ^PJ[/0 - > u^ATZ/. 

I^a parabole eft la (èulç dçs ^QS^tre (êâions coniques , foi 
fpjc quarrable. 

Pl^enons pour Cçcûpd ae^npI.Ç » les paraholçs de tons 
les genres I 4oK|t l'éqaacion (jo) cft y** s= 4**"; 



fi * • 



nous aurons y a» l/^ (af* x^) ss 4"'*'**"^* 
donc y4x 9SZ 41* *JC***4«, dont Tintégralç tft 

m M 

n ^ ■ m ^ m ■ ' * 

« — î — l -f^ r, qui Cî réduit à^*f«^«<^M <-. m« 

■ 1 ■ . -H I 

_^ . * ■ --^— H- X 



•f- ^^ qui eft h mémQ 



çl^fc ,„e J^JTiLa-^-^-^-'^'îc X 4^ Ç. ou fi 



■ ■ 



W -i- »ïl 



cauft ,uejr ^ 4-'^'*-*^; fc Mm i 

»y •*ï C, to ToW q«« fi fW YW ço^nptcr )ç$ eff^c^ 
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IdFM d«pois rorjginç ^ des x (fig. 13^, ce qui e»gt 
^e nptégnUe (wx séro^ qasmd APM eft zéro, & par 
confôqaeiit quand x eft zéro, alors la confiante C eft sifzOg 



m 



^ Ton « fimplemenc . j ; ç*eft-â*diie , que PcP 

pace APM eft toujours une por^on déterminée dn prqdnil 
xy ou du reâangle A^MO i îl en çfi une partie expriméo 

pir la ^étioa ^ dont !a râleur dépend de cellee 

' m ^ \n * 

ic m ^ à^ ni xfeft-â'dire , du degré de la parabole» AinG 

tpotes les paraboles, £>nr quarral>les« 

On tronirera, de m^me, que toutes les hyperboles rappor<^ 
tifes i leurs aiymptotcs (excepté Thyperbole ordinaire) (ont 
^narrables. Mais copime dans la détermination de la conf* 
tante , on trouve quelquefois unç quantité infinie , U n'eft 
pas inutile d'examiner ici ce qu'elle fignifie^ Soit donc y^ 
^ â"^* x^ l'équation 4e ces courbes ^ on aura y sa 

m^ m ^m m^ m mm n 

a "* * ** ; donc ydx zsss ^ " « " rfx, dont Tin-: 
» ti- « . » 

tégrate eft .i «i j 1 » ■■■ ^ C, ou 



^ Ci quantité od il n'y | aucune difficulté pour détermines 
I4 confiante^ lor(que m f^rpiflè n* lAais lorique m eft plut 
petite que n, on trouve une quantité infinie pour confiante • 
|pr(qu'on vcu^ compte; Içs efpaçes depuis Torig^Qe des 9?; de 
une quantité finie , quand! on compte de tout autre poinr. 
Suppofbns f par exemple , m = i & n ss t^ ; auquel cas 
Féquatiott eft y =b a> jo'* ; la (bc&ce ft réduit aton à 

« 

» «' *"! ^ Cl ou C -^ «Donc fi l'on yeut comptes 



r 



« - 
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les tCpnees d«puii rorîgioe A its x^ il hnin (fie C -^ 

* ^ /i' ' 

^ — (bit xéro, lorfque x s= o ^ c'eft-i-dire , que C — — • 

sBs <^Y Se ptr conlèqaent C c=s iL- , c'eft*à-dire , cft iofinr.: 

o • 

Aii«coatraîre» fi on reut compter les efpaces depuis le point 
JCy tel qae AK = ^, on a C-— — — = o, qui donne 

^ «== — 7— • Voici ce que cela fignifie. 

La conrbe qui a pour équation y saa q} x"^ on y =s 

a' 

■ s'étend â Tinfini le long ' des afymptotes A Z ^ A Y 

{Jig. 14); mais s'approche beaucoup plus près de l^ifymp- 
tote AZ que de l'afymptote A Y^ ainfi qu'on peut le dé*^ 
dnire de Ton équation \ en forte que (1 l'on compte les efpaces 
depuis l'afymptote A Y, ils (ont infinis , parce que l'etpaçè 
compris encre cette afymptote & la branche infinie 2^^f , eft 
infini. Ain(î , il n'eft pas poflible d'affigner les elpaces APMS 
comptés depuis rafymptoce A Y. Au contraire les efpacei 
compris entre la branche BJIi 9c TaTymptoce AZ jufquU 
flnfini, ont une valeur finie, parce qu'après un intervalle 
alTez court y la branche s'approche très- rapidement de fon afymp- 
COtd« en forte que l'efpace infinynent long KLMOZ a; 

pour exprcffion , & PMOZ = ; & par confé- 

a^ a} 
qnent KLMF =»= — — — ^ D'où il fuit qu« quoiqu'o» 

P X 

ne puiflè pas avoir les efpaces comptés depuis A Y^ on peuc: 
néanmoins avoir les efpaces K LMP comptés depuis utt 
point K pfis fi près qu'on le voudra de ^ J^« 

f^renons pour troifième exemple > la courbe qui auroit pouf 
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léqliation y oa *^ — » &:*qiio Ton rcconnofcta ayoir I4 

aa 

'figare œarqaée (/^. 15), en donnant confécativement ï x 

«les valeon arbitraires, 9c nhe valeur décerininée â a. 

^ , . aaxdx '^ x^ ix . „- # , 

On aura donc yix ^sz , dont 1 intéerale 

ma 

(60) tttfydx on APM = *^^**^^^ H- C; « fi l'on 

Teat compter les efpaces APM depuis le point A origine 
des X, il faut que cette intégrale devienne o avec x, ce qui 
fait voir que la conAance C eft zéro. En {brte que Vtfyzçm 

indéfini APM eft fimplement ' ■■ ■ ■ , Et en général. 

4tfa 

fi la valeur de y n'eft compofée , ^ comme dans le cas pr£- 

iènt> que de monômes^ on aura toujours aifément la fiir«. 

face (60), ' 

Prenons encore un exemple. Ce (êra celui de la fur&ce 
de la courbe^ qui a pour équation a'^yy s=: x^ (a^ «. «s); 

cette équaâon donne y lee ± I/^ ( — \ — Zl— i j 



X* 



»£■■■■ v^(a^ — " ^0» ^^°^ (^'^ °^ preoant qu'une det 
Taleurs àty)^yix 5= -— -7— ^(a»— .ac^) s - \ ^ ■ 

• (a'-«-x')^; or cette quantité eft intégrable (66)» parce 
que x^ i^x eft la diffîrencielle de x^, divifée par le nombre 

X* rfx • ( a» — jr* ) * 
conilant t. Donc U€\ on zfydx = •; — —- r-—- 

%h c sss ii^ ^ -^ "".f ^ 4- C A l'égard de la confiante 

f , on la déterminera en décidant de quel point on vent compter 
fur&ce» ^ 



«^ 
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On peut encore trouver la furface des côurberf 
en la décompofant en triangles , au lieu de. trapèzes. 
Par exemple , on pourroîc trouver la furface du 
fegment ANQ {fig, 12 ) , en le confidérant comme, 
compofé dune infinité de tmangtes ihCnimenc 
petks., teU ^ue i4(Jy. Ce triangle auroit pour 

expreiSon ■ ^ .^ - V^ ^. ea abaidknt la perpendiculaire 

Qf , ou (ce qui revient au même) en décrivant du 
centre i4 & du rayon i4Q Tare infiniment petit Qt. 
(Alors nommant A(ly t^ ic Tare Qf, ix ; on 
auroit itffcst«i«ir,&par conféquênt le 



triangle ji(lq =—3: — dx 



^ t 



c^eft-à dire , = - — , en rejettant k terme 

pour exprimer que dx te dt font infiniment petits. 
H ne s*agiroit plus que d'avoir Téquation entre x 
& r , pour pouvoir mettra au lieu de t ià valeuc 
en x^ de intégrer. 

Application à la rcSlîfiçation dgs Lignes 

courtes. 

7j. Rcdificr une ligne courbjç , c*eft détennîner 
h longueur,* ou afligner une ligne droite qui lui 
foit égale , ou égale à un arc propofé de cette 
courbe. Voici comment on y parvient quand, cejjk 
eft poffible^ * Uk. 
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En confîdérant toujours la courbe AM{fig» 12)^ 
Comme ua polygone d'une infinité de c&tés , le 
petit côté Mm peut être regardé comme la di(^ 
férencieHe de Tare AM^ parce que MmsatAm 
— A M =i d {A M). Or en menant M r 
parallèle à AP , on a Mm = i/* (Afr* -H rm*) 
= Vf (ijf* -+. rfjf'); il ne s*agit donc que dîn* 
•égrer v^<djc* -+- i/.). Poyr cet. effet, on diffé- 
renciera Téquation de la courbe» & en ayant tir6 
la valeur de dy exprimée en at & d^r, ou celle 
ée dx exprimée en y 8c dy^ on h fubftituera* 
dans ^,{dx^ 4- dy*) qui ne contiendra plus que, 
des X ic dx^y ou des y Se dy* ; on fera fortit 
dx^ ou dy\ hors du radical {jilg. 107), & Ton 
intégrera. 

Pour ea doaaer un exemple , prenons parmi les para^ 
boles généralement exprimées par y^ =:= tf* x"» celfo 
qui a poor équation particulière y' e= ajc*, nous en 

tirerons m^ ss ^ 8c x vs iL. ; donc 4/;^ s ' ^^^^ 

* a» 

le rfac» ssr -L iLZl; donc • (J*» + Jj,») g^ 

^^/^. 107^. Or, cette quantité s'intégre aifémenc (66) puifque 
IVxpo&nc de y hon du binôme, eft* moindre d'nne unité 
que dans ie binôme» On aura donc«« •••••••••• ••f»**,,v^ 



p^ 



^ 




C 





V 


a 


S 


dy(t 


4^ 


■y 


+ 


c 


^ 


$a 


3 


9dy 




*7 


% 


4a 








^ 





•(-■^) 



'•f- c A regard 4e la confiante C* T6îci comment on U 
déterminera* SI c*eft depuis le poine A , origine des y , que 
nous voulons compter les arcs jiAf, il &udra que l'iin- 
tégrale, ou la valeur de Tare uiAif devienne zéro en 
même temps que y. Or» lorfque y ss ô, l'intégrale b 

réduit i — ( I ) * •+• C ou •+• C^ on a donc — • 

%7 *7 ^7 

Sa — 
•^ C ss o ; donc C ss *- «- • Donc » la longueur 

»7 
de Tare quelconque AJU compté depuis le (bmmet A, cft 

*7 V 4^ / »7 

SI Ton veut (avoir quelles (ont les autres paraboles que 

Ton peut reâifier , on le trouvera en cette manière i Téqua* 
don y"t-* :rs af^ x*, qui appartient â ces courbes , donne 



y S3 tf" **'**"*'' "• Faifons, pour fimplificr, a= *, 

Ik — ,-„ — sss Z ; nous aurons y ss: a^ *'; donc ^y sa 
m -H n '' 

/.a* «*-« rf« , fc Jy» as l^ tf** **i^» ix* ; donc • ( <&* 4- i^* ) 

ss 1^ (rf«» -H Z* a»A »*'-» dx^) ss dx V {t -+- 1' 4** x»*"* )^ 

qiiaotité qui n'eft intégrable dans cet état > que torfque 1 1 

•I» z ss t* Mais £ Ton change le figne de l'eipo&nt ic x 

jB)us le radical^ on aura a'-* dx V (*"*'♦* -H /* a**), qui 

(68) e(l intégrable ^ (i / — i augmenté d'une unité 9l divi(S 

^ar •- 1 / -f- a ) donne une nombre entier pofitif \ c'eô-i* 

dite^ fi ■ ssr. létuat on nombre «nycr Po£ti£ De-lt* 
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nre / s= • ■ j or / sas ■ ^ donc ^ 

xf-f-i- m-t-n fil -i- « 



, d'od m s= — ; ainfi les paraboles qui pea^ 
a. ^ -h I 1/ 

¥cat éae reôifi^es, font celles qui font comprifes dans Téqiuh* 
lion y ^' ss 41 *' oc", on (en extrayant la racine n} 

Application aux Surfaces courhcs. 

74» Nous nous bomejens aux furfaces ije$ 
folides de révolution. On appelle ainfi les folides 
que Ton coiTçoit engendrés par le mouvement 
d*une courbe A M {fig. l6)^ qui tourner oit 
autour d'une ligne droite jiP. 

II faut concevoir que tandis que la courbe A M 
tourne autour de AP, le petit côté Mm décrit 
une 2pne9 ou portion de cône tronqué ^ qui eft 
Félément de la furface , & qui (Géom. 222) eft 
égal au produit de Mm par :1a circonférence' qui 
aurolt pour rayon la perpendiculaire menée du 
milieu de Mm fur AP.^ i>u.(ce qui revient au 
même , puifque Mm eft infiniment petit ) par Im 
circonférence qui auroit pour rayon PM. Or Tare 
Mm = }/"{dx^ -h dy^); & fi Ton repréfente 
par r : c le rapport du^ rayon à la circonférence 
d'un cercle ^ ou aura r s c ; :^^ â la circoûférene^ 
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qui a t>ouir rayon Pilf, laquelle fera «-^; cm 2I 
donc Jfi |/^ (<£*• 4- i^») pour l'élémeht de U 
fur&ce des folides de révolution^ 

g5. Poui appliquer ceci , fuppo&as qa'ôn demande la 
fiir&iee de U iphère. Le cercle générateur jiMB {fig* 17 )é 
a pour équation yj = « or — jcat, en nommant AF ^ x ^ 

2. adx ^»xi^ 
dcPM.y.DotïQyssV{ax^xx),ècdy=i)j^ r--, 

ioiiQ di^ ^ — î f^ donc 

*^ tfX — XJC 

«r Ci** 4- <70 au • ^»* + 1 ^^_^^ -y 

IBS * Subfticuant donc dans la (brmale -^ 

^ {ax'^xx • /■ 

y (dx^ -4- ij*), pour y ac /(rf** -h i^* leurs valeurs^ 
on aura t « ^ — ^ dm le réduit à 

JffifL, dont rintégrak eft .lîff- ^ C, ou Cmplemeni 

^^^ , eft comptant la <ur(ke depuis, le point i<. Ot 

r 

;i^^~- ou ? ^■^- • X exprime la Itixfiice du Cyliàdre fui 
r r 

atttoit pout bafe un grand cerde de la Cphèit, & x pout 
]la«teuc ; Qé qui s*agcorde pacfilitement a?ec œ qui a été dé« 
oontré {Cé^m. &»j > 

7^« Si l'ea ^^t avoir la (ur&ce du paraboloïde » 
(c'eft ainfi qu'on appelle le Iblide engendré par la révo- 
lution de la parabole AMKfig. lé), autour de ion axe);. 

fn a popj5 <q««ioii yy 9» f^i ioftc « 9S8 tHLj 



« 
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dx m IZ^, ft rf*» 8 ÎZ1£L*j donc ♦^Crf*» +ij»; 

quandcé qui eft înc^grable {66) , Se dont Tint^grale cft 
'' I ^^ j ' ^^> / H- r, qui fe iéitût à 4^i 

(1 H =- — } ^ «h r. Or poùt que tcttt qtiaàticé éxprioie 

ia fiirface comptée depuis le (bmmet ji , H Êiut qu'elle (bit 

uéxo I Quand ^ s o ; niais ^ dans ce cas , elle devient ' " ■■■ 

tir 

li)*-HCjOtt Zlf^^a on a donc -I^ ^-Ccoî 

t'eft-â^dite. T =s -* ZAÎ^; donc U TurÊicç du parabo^» 

Il r 

loïde indéfini et ML A eft ILL. (t ^ JJL\ ^ ^ 

> Application à la ûiefurc des Solidités^ 

77. Pottt mefurer la folidité àe% corps^ ^ on 
peut les imaginer composés de tranches infiniment 
minces & parallèles entr^elles ; ou bien les imagi- 
ner compofés d'une infinité de pyramides , dont \%% 
Commets (e réunifient en un même point, Lorf- 

Méçânîfa. L Paru Q. 
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qu'on Ct les préfente comme compofés de tran* 
ches infiniment minces, & parallèles entr'elles, la 
dififérence des deux furfaces oppofées qui terminent 
t:haque tranche , eft infiniment petite , & par con- 
féquent on doit Tomettre dans le calcul , fi Ton 
veut exprinier que cette tranche efl infiniment 
siince. De - là il fuit qu'on doit prendre pour 
cxpreflion de la folidité de cette tranche , le pro- 
duit de Tune de fes deux bafes oppofées par fa 
hauteur infiniment petite. Par exemple > fi je côih 
fidère la pyramide S ABC Çfig. i8) comme 
compofée de tranches infiniment minces, telles 
que abc défi je puis prendre pour mefure de 
cette tranche , le produit de la furface a t c ou de 
la furface d ef par répaiffeur de cette tranche. 

De même, fi je confidère le folide de révolur 
^on engendré par la rotation de la courbe A M^ 
autour de la droite A P (Jig^ x 6^) , fi je le confidère 
comme compofé de tranches parallèles entr'elles & 
infiniment minces , je dois prendre , pour mefure 
de chaque tranche , le produit de la furface du 
cerde qui a pour rayon FM, par Tépaifleur Pp. 

Ce principe pofé, voici comment on évaluera la 
(blidité de tout le corps. On confidérera chaque 
tranche comme étant la difTérencielle du folide^ 
parce qu^en effet la tranche M ml L eft s=s 
AmlA — AMLA » dCAMLA)i & ayant 
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déterminé Texpreffion algébrique de cette tranche^ 
on rintégrera* 

Far ctemple, s'iT s'agit de la pyramide SAB C; fuppo^i 
fa&t que la fur&ce ABC de là bafe , eft égale à la quan-» 
tité connue hh. Se ù. haaceur ST =^ h^ on repféfemcra par 
X la dillance S t d'une tranche quelconque \ ce qui donnerai 
dx pour répaiilêur de cette tranche. Quant à la furface abc^ 
on la trouvera ( Géom^ lol ) par cette proportion S 1* t 
St^ z i A BC i ahci c'cû-i-dire, hh i xx : % ht i 

ahc :^ — ^ .• ainfi la (blidité de la tranche lèra ^ — — f 

kh ' hh 9 

s 

dont Tintégrale eft ■■ ■ «f- C, ou fimpletnent 



.fi Ton compte la (blidité depuis le (bmmet S. Cette quantité 
qui çxprîme la folîdlté de la portion pyramidaU quelconque 

b D X X X 

Saie, eft k méitie cho(è qae ■ — - X — • qui n'eft 

» AA } 

.HDtre chofè que a^c X -^ — j cp qui s'accorde avec ce que 
^fious avons démontré (Géom. i4&)* 

78. Qi^ant aux foUdes de révolution , on peut 
avoir d'une manière générale , TexpreÛTion de la 
tranche élémentaire ^ ou différencielle» £n eiFec » 
fuppofant que r : c marque la rapport du rayon 
a la circonférence 9 on aura la circonférence qui a 
.pour rayon PM (fig» i6) ou y, en faifant cette 

ptopotnon r J * ; : > : -^ î fi l'on multiplie cette 

Gij 
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/ 



valeur — --^ de la circonférence qui a pour rayon 

PMf par {y moitié du rayon, on a -fiL. pour 

la furface^y laquelle étant multipliée par répaiffeur 
Pp ou dx^ donne S21. — 1. pour Texpreflion de 

Télément de la folidité de toat folide de révolution» 
Four en faire ufage dans chaque cas particulier , il 
ti'y aura autre chofe à faire , que de mettre , au 
lieu de y^ Ùl valeur en x tirée de 1 equadon de la 
courbe génératrice A M, Se intégrer. 

7^. Prenons , poar exemple , le iphéroïde engendré par la 
tévolution de rellipfe autoar de Ton grand axe (fig» 19}^ 

h h 

L'équadan de Tellipfe eft f ses (ax-~»jc)yea 

an 

nommanc Ji P ^ x ; P M^ y; ft les axes A B ti D d^ a 



-fe h. La (brmole 



ftfj» — xx)^ ou 



cy^dx , cbh 

-^ , devient donc 



1 r 

ah 



dx 



%raa 



1 raa 
. (axdx — x^dx), dont 



l'intégrale eft 



£ bb 



X I ' ^- — I -f- C. ou UXQ^ 

raa \x i J 

- f — J fi loa compte la foU-» 



plement 

^îcé depuis 4e -point A. 

Four avoir le (phéroïde enûer , -on fuppofèra x 

chh 
a I & l'on aura 



% r aa 



^ AB 



liloit i -if — -, qui eft la môme chofe que — --— X 7 «i 



\%r 



4r 



\ 
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on que « x \éL; oi ■*■ exprime la furfkce du cerclé 

qui 2, h OM Dd pour diamètre ; & *~ — x <r, exprimeroir 

par con(2quent, la folidlcé du cylindre circonfcrit à rellipfoïde. 

donc pui/q\ie fà Iblidité de rellipiô'ido' eft ici x } tf^ 

il iaut en conckre que ta (blkiicé de l'elUpfoïde eft les f de 
celle du cylindre cireonfcrir* Ec comme la fphère n'eft autre 
chofè qu'un ellipsoïde donc les. deux axes font égaux , la (phére 
eft donc audi les f du cylindre circonfcrit y ce qui s^accordc: 
z^c ce ^e nous avK>ns démontré (Céom. 145 )^ 

8«« Si l'on vouloir avoir la folidicé comptée depuis un poinr 

déterminé K y tel que A IC e=: e ; alors on prendroit Tinté- 

chh / dx^ x^ \ 

erale générale ■ { — 1 + ^> & puiC- 

■* ° %raa. \ » j / ^ 

qtLon veut que la (blidlté commence au point K y il faut que 

s 

cette intégrale devienne o en ce même point, c'éft-a-dire», 

Ior(que x zzss. e s or dans ce ' cas , elle devient • 

% ra a 

(JLL - -îL> + c,. donc -flL. Cjl'1- J^\ 

t^CzzOiH par conlequent CzZ'^ » 1 — — 1 T 

aln(r la folidîté, comptée depuis le pomt X, a pour expreffiôOk 

%raa\ x 3 / xraa*\ * l / 

Ceft-li TexprefEon d*ûne tranche àt ^héroide elUpdque com^ 
pri(b enctr deux plans parallèles y auxquels Taxe eft- perpendii^ 
culaxte^ ft dont la diftance e(^ s=s ;c «-* ^ 

&!«. Flexions poox ftcond exemple « le parabolouk (j%y \6'^ 



>• 
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J^'équatîon de la parabole eft y y =s px; alafi la formule 

cy^dx . çpxdx . 1»- ,f t A ^^** . ^ 
^ •^ devient — ^ . dont 1 intégrale eu ■ '^ ■ -f- C^ 

eu — ^ — X --^ 4- C> ou (en mettant pour px,ÛL valeur 

V y ) ^JL X — 4- C Si Ton veut le foiide , à compter 

du point ji ; alors comme ce (ôlide eft zéro, quand x eft 
^ro y la confiante C doit être zéjro , êc la folidité fe réduit i 



: or — ^— exprime la fur&ce du cercle qui 
zr % %r, ^ 

guroit PÂf povx rayon f ou la bafç du paraboloïde jiMLji^ 

donc le paraboloïde eA la moitié du produit ,de fa ba(è y par 

fa hauteur x / donc il eA la moitié du cylindre de même bafi) 

^ de même hauteur* 

Si Ton veut compter la (blidité depuis un point K connu , 

ti tel que AK ssz c; alors la folidité devant être zéro au 

point Kf c'e(l-à-dirë , quand «sse, Tincégrale générale doit 

Jcrç zéro dans ce même casi c'eft-â dire, que — ^- -f- C, 

dcvçnî^ni /^ ■ — 4- t, doit être o 5 donc -^^ — -f- t a oj 
4'" 4r 

fc par conféquent C = --^ — ^- > donc la (blidité d'une 

^ 4'' 

tranche du paraboloïde ) çomprilè encre deux plans parallèles 

dont les diftatjces au fommet font x êc f^tA » «f-^ — — . 

4r 4'" • 

Ceci peut (ervir i coifer l'excavation des mines. 

On a trouvé, par plufîeurs expériences, que dans les ter-* 

jreins homogènes , & dont la furface 4^iV (fig. 1^0 ) eft ho^ 

f izontîjlè , les parois de V^tuonnolr ou de l'excavation faite par 

t^sxplgiioQ de U mine y oat h CQurbmç d'un par^boloïda 
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M£dt 1/ «ut a pour fôya le centre K du fourneau , & doQt 
la diftance KP ( qu'on appelle la ligne de moindre réfijiance ) 
de ce foyet au plan de la bafè MN ic l'entonnoir , eQ moitié 
èxk. diamècre MN it cette ba(c« D'après ces données, voie» 

comnieat on peut calcaler le Iblide NOLJil ^^ Toflort de 

la mine doit enlever» 

Si on nomme a là ligne iJTP s=s PJIf^ on a par la pro-^ 

• ' em 

priété^ de la parabole s=: 4 e , e étant ^sz AK^ d'oà 

tf -♦- ^ 

Toa tire r=s-— la-f-j^/x» donc jc as a -f- e ss 

■îa(i-f«v'x),& par conféqucnt :«;c-«/^3stf*|/2;^ 

or p étant s= 4^, on aura p ( xx ^^ ee) rz» x tf < |/ 1 

(—1 -H •*)= 2a»(» — v'i),Ie folide clicrché, qui 

c p c 

cft en général — i— ('** — e* ), fera donc — a^ {v^-V t} 

== 441 5* a' (» — 1,414» 155). =3: 1,840301% al) c'cft- 
a-dire , a peu près |f du cube de la ligne de moindre ré>-^ 
£/lan€e» 

Nous n'y comprenons point la partie LAO dont Tenfoiv^ 
cernent cft dâ en grande partie â la compreiEon que la poudre* 
cxefce contre le fond de rentonnoir» 

82. On peut prendre encore y pour exempte ^ 
rhyperboloïd» , ou le folide engendré par la révo«- 
lution de l'hyperbole autour de Tun de fes axes^ 
On peut prendre auffi relllpfotde engendré par lae^ 
révolution de reUipfe autour de fon petit axe ^ te 
que Ton appelle ELlipfvïde aplati ; oit nomme: 
âo contraire Ellipfoide alongé celui q^ eft ea» 
cendré pai li {évolution autoiu du grand axe«. O» 

^«1 
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trouvera dç même , que rellipfoïde aplad eft les 
Y du cylindre qui lui feroît çîrconfcrîti c'eft-i* 
dire y que a ii h étant le grand & le petit axe do 
rellipfe génératrice ^ le fphéroïde aloBgé a pour- 

folidité ^— — ; le fphéroïde applatl^ a pour folidité 

^ . ; ainfî le fphéroïde alongé , çft au fph^roïd^ 

aplati ; : !— 1, : \JLJ: ; : b ; a. comme le petit 

9xe eft au grand axe. 

Fn voilà afl^z pour les folides de révolution, 
Mais pour accoutumer les commençans à éten^ 

dre Tufage de ces méthodes ^ nous le$ appliquerons 

encore à un exemple. 

83. Il s'agit de trouver la folidité d'un Qi^let 
cylindrique formé en coups^nt un cylindre par un 
pliin oblique à fa bafe, & que (pour plus] de fim-t 
plicité) nous fuppoferons paffey pswr le centr<$; c'eft 
le folide ADBE qu'on voit reprefenté {fig. ai)» 

Si Ton conçoit ce folide coupé par àts plan) 
parallèles , infiniment près^ & perpendicul^res à 
)a bafe AEB fi^, 22), les feâdon$ feront àtt 
frî Dgles femblables dont les furfaces feront » pat 
çoafé({uent^ comme les quarrés de leuFs côtes ho«. 
iTiologues, Ainfi nommant r te rayon CE de U 
h^fe , k la hauteur DE» & ^ la bafe P M du 
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* 

i yy ; ot CED ^^ -^5 donc PMN =s 
/ ,^y, CBS ■ .^^ ; donc nommant ^4 P, x , ce qui 

1 rr » r 

donne d x pour l'épaUTeur P p de la tranche corn- 
prifè entre deux plans voiGns, on aura ^ - ^^ * ■■ 

pour cette tranche. Or y efl Tordonnée du cercle 
qui fert de bafe , 8c Ton a par conféquent yy==i 
xrx'--^xx. La tranche élémentaire devient donc 

: :,ou— • (2T xdx-^xxdx)^ 



% r %r 



donc Tintégrale, à compter du point if , eft — 

% t . 

( r Jf * -^ ). Donc pour avoir tout le folide , il 

n-y a qu^à fuppofer x msi 2r , ce qui donne 
JLxC4r'^Jl!}, ou n? ou ^xfr,ott 

Ci"© X f i4C, ou enfin CED x f -rfB^ 
c'eft-à-dire » les deux tiers du prifme qui auroit le 
triangle CED pour bafe^ & le diamètre AB 
pour hauteur. Ceci peut fçrvir dans yn ça$ du 
iToifé dçs fortifications, 

T 

Pe rimégration des quantités qui renferment 

des Jinus & cojinus. 

84. L'intégration des quantités qui renferment 

i» fions ^ 4q$ CQfin\is 9 «ft «qtièremeat fondée 
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fur I» principe que nous avons donné [22) pquc 
diffîrencier ces quantités. 

Nous avons vu que d (fin. j ) = i j coC ?• 
ft que d (coC. X) = — i ^fîn. j: donc récipro- 
quement, rintégrale de d^ coC ? fera fin. f^^ ou plus 
généralement fin. t + ^ » <iui ^ 1^ même diifé- 
rencielle. De même l'intégrale de — • il^ coC ^ fera 
coC ; + C Ceft à ces deux cas qu'on peut 
rapporter l'intégration de toutes les autres quantités 
compofées de finus & de cofinus, en obfervant 
d'ailleurs les règles générales données jufqu'ici pouc 
l'intégration des quantités : en. voici des exemples» 

Si Toa avoh d^ coC 3 t > on Técriroiç ainfi -^ — i 9 

un 2 T' 
êi alors fiûtégnle (èroic — '-^ -H C De même » rintégrale de 

J{ fia* 3{[, le trouvcroit en écrivant ainfi —-2 — S — iLL* 

ac alois nncéerale eft — '^^ . + C'. 

-3 , 

I 

En général, //{^ fin. mç (m étant un nombre confiant) Cet 

, /— m Jr fin. îîif . , :^«.. "^ ^^' "* î _â_ r» 
change en^ 2t__J, & devient ? -♦- C» 

Si Ton avoit (fin. lYd^coC^, on remarqueroît que cette 
quantité eft la même chofc que (fin. ^)" <f (fin. ^) ; or ea 
regardant fin. ^ conimc une fimple variable , on intègre pat 

la règle fondamentale , & Fon a - — ^-^ H? C. 

S U difffrcndellc propoCic cft (fin, » |)' dl^ muûm 
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(Gn. mzY m âr coC mr • . . . 

1 Li ?. ^ qui retient a,»,.»..».*^ 



rcnn 

m 



m m (n -H 1 ) 

PareJllemenc , pour avoir l'intégrale de ( cof. to j )* </{ fin. m^ ^ 

on écrira ^ i -^ , qui a pour intégrale 

■"- 11% 

(cof. m^)"** ^ 

Si l'on atoit i iniégrer {f^ fîn. /?^ coC f ^; alors on & 
yappelleroic que (Cebm. i26) a êc h éizni deux angles quel- 
conques , on a fin. ('a H- i J = fin. a cof. ^ -f- fin. ^ çof. d ; 
fin* Ctf — ^J c= fin. a cof. ^ — fin. ^ cof. a; d'oà Ton 
conclud fin, a cof. * = i fin. Ctf-f- ^ ^ -f- j fin (a'^h)é 

De même, puifque (Céom. 187) on a cof, ('a -f- ^^ =3 
coC tf cof, b — - fin, â fin ^, & cof. ('a — i J = cof. a 
cof. h + fin. 4 fin. h , on aura coH a coC ^ == -^ çoC 
(a -h h) -^ { cof. C tf — * J & fin. 4 fin* > s:= 7 coi^ 
Ca - 3; — A cof. ('a ^ ^J. 

D'après ces principes^ on changerait fin. pT^ cof. q\ ta 
|fin. C/»î4-^î;-t-i fin. C/'î — ^i;,ou i: fin. (p-^q) 
i[ -#- I fin. Ç p "-^ q )\5 aiiifi l'on auroic à intégrer { 4/^ fin« 
(p ^ q)X '^ xdi fin* T/' — ^>J ï qui ctani écrit ainfi«,«( 

^ r/^H-fji/^fin. r;y-hy ; j , O— ^;^ïfin.f>—y;t 

p-^1 (p — î) * 

ti évidemment pout iotégialc .■ .' '—L£. " ' ... •m» 

p-¥-i 

p — q 

On intégrera de même d\ fin* ^| coC f I^Q* ''t» ^<^« 
en converdfiànt ces produits en finus ou cofinus de la (bmine & de 
b djfférçoçç des 9xssp î , f ï , r ^ , «cct par les mêmes principes^ 
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Si Ton avojc ij^ (fin. ^)' ; on le changeroic tn i\ fin. f 
( fin. f )* ) or ( fin. ^ y ou fin* \ x fin. f ed , d'après le prin- 
cipe ci-deflus* •••• ••••.•••.••..••••....•. •• 

s=s { coC (^ î — { ; — I cof. ('ç ^ I J = i coC o — I coC 1 1 
se ^ — 7 cof. 1 1 , parce que coC o = i .. Donc fin. ^ 
( fin. ^ / =1 } fin. ^ — I fin. ^ x coC i \. Donc d\ ( fin. |[)» 
s=s|é/^fin. f-*7 4/^ fin. ^ cof. %[; on réduira donc 
fin. \ cof. X ^ , ajnfi qu'on vient de le faire pour fin* p'7[^ 
coC f 7 9 & Tincégration (èra Ëiclle. On voit donc comment 
on încégrcroic d\ C fin. \Y % ^ ^tant un nombre entier pofidf* 
On s'y prendront d'une maniire (èmblable pour d\ (coC f}"". 
Donc on peut, par les mêmes principes que nous venons 
d'eipo(êr ,'iocégrer les quantités de cette forme d\ (fin. /y|)* 
(cof. f ^)" (fin., r^y^ &c. m^ riy s^ étant des nombres 
cncicrs pofiiifs. 

Enfin ^ ces principe» , & ce que nous avoM dit ci-deflus | 
fiir l'intégration des quantités, mettent en état d'intégrer les 
«lifiërepcielles afFcdkées de finus & de cofinus, lorfqu'elles onl 
une intégrale algébrique ; & lorfiju'il y entre des tangentes , 
on les ramène aux diSèrencielles de finus & cofiaus , en ob» 

fervant que lang. \ =s — j^m. 

De la manière d^intégrer par approocimatîon ^ 
& quelques ufages de cette Méthode.. 

Sj** Ceci ne peut regarder les difirérencielles 
monômes ; nous avons vu qu'eHes sintégroient 
toujours facilement* Ceft donc pour les àS&i^ 
rencielies complexes qui échappent aux cas qu^ 
jkotts avons examinés plus haut» 
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Lart d'intégrer par approximation » confîfte à 
convertir la quantité propofée , en une fuite de 
monômes dont la valeur aille continuellement en 
diminuant ; chaque terme s'intègre alors aifément » 

« 

& il fuffit d'en prendre un certain nombre pouJC 
avoir une valeur fuffifante de l'intégrale. 

La règle que nous avons donnée ( Alg. 128 ) 
pour élever une quantité à une puiiTance propofée ^ 
& qui s'ap'plique également aux polynômes 3 eft le 
moyen que nous emploierons pour intégrer auffi 
par approximation. £n voici des exemples» 

i 

86. Propo(bns - nous de trouver la longueur d'un arc Je 
cercle A M (fig. 17 ), par le moyen de Ion .fiuus vetlÀ 
AP, 

Suppofàne Parc Mm infiniment petit , fi Ton mène Atr 
parallèle à >^P, & le rayon CM; les triangles Semblables 
CP Mi Mrmy donneront ?M i CM : : Mr : Mm. Or^ 
nommant AP ^ m^ le diamètre A S ^ a, ou i , ( pour plus 
^e fimplicitc) ; on aura Mr a=i dx, CM = |, & PM 
= y" ( ^ — ~ XX ). Donc yf(x^-^xx)i{:;dxt 

\dx 
Mm; donc Mm s= -j-p , & par confcquent A M 

V ( ^ "■• XX J 

"szf — y^ , Cette quantité ne peut être intégrée 

y^ ( X — XX \ 

par les règles que nous avons ^nn^ cî-devanr; c'efl ponr^ 

^dx -— ' 

^uoi je ia change en / * , puis cnf{x * dxt 

li^x)^K Je réduis ( i rz^)T^> ^*» f<« (^^* U«)i 
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tti je troave; tonee tUa/Sùan &i(e •>«««*«. «'•«••r.t^ 

<i -- «)""»=« 1 + i« -»- ^«»4- T^jc» -»- «ce. donc 






I » . î 



7 



&c- =** -*-^Af^H-^«* -f. ïfj je^-4-«cc^ 



^uaïuité â laquelle il n'y a point At conftante â ajouter , parce 
que lorf<]4ie x = o , elle derient zéro , ainfi qne cela doit 
ècre puifqii'alors l'arc A JU qu'elle ezprùne , eft ^xéro. 

On peut , 4 cau(è du muhiplicacçur commun ^ > ^ donner i 
la férié qui exprime Tare A JU ^ cette dernière forme.«*,.« 

5IP* (i -H i» -h :feA:* -4- ïfr*' = &c. ) Remarquons ^ 
inaintenant, que le finus verfe x étant toujours plus petit que 
Je diamètre i , ( excepté lorfqu'il s'agit de la demi-circonfe-^ 
rence.) x e(l une fraction 3 que par confêquent les valeurs 
des termes de la férié décroîtront d'autant plus , que le £nus 
ver(è de l'arc en queflion fera plus petit* Alnfi, fî l'on vou« 
loity par exemple, la longueur de l'atc dont le finus ver(è 
eft la centième partie du diamètre , on auroit oc z: -^ j ^ 0^01 ^ 

;K par. conféquent jc> ss o^x j on auroit donc pour la valeuc 

ic cet arc o,i [ 1 ^. —V- **- ■ . — 1 î— • 

6 40 ïi» 

-|o^ot y\y U comme le terme fui vaut de cette fôrie lêroît m 
Qiops ccAt fois plus petit ^ue le dernier de ceux-ci , puis- 
que chacun eft plus de cent fi>is plus petit que celui qui le 

^ préside I e^ «omioapt qaçUç cil 1^ yalcui du terme — -^ 
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^0)01)^9 nous pourrons y en prenant Ip cencième de cette 
Taleuf ^ juger du degré d'exaâicude auquel nous aurons l'arc 

co nous en tenant à ces quatre premiers termes» Or *— 



II& 



# M • i ^ / \ o,oo©ooy. 
1 o«ot y , revient i — - — • (o^oooooi ) = ^ =5 

11* iix 

0,000000044^9 dont la centième partie eft 0)0000000044^^ 
donc nous pouvons, en toute fdreté, évaluer chaque ternie 
de notre férié )ufqu'â dix décimales , fans craindre que la 
valeur de Tare qui en réfuicera , foit fautive d'une unité dans 

la neuvième. Ainfi , nous aurons — ( 0,01 }' z: 0,000000044^ I 

lift 

*-^ (o»oi)^ S7 Oyooooo/f 000 ; — — i^os o^ooi6é6 6.666$ 
40 6 

4onc la totalité de la £!rie (èra 0,1 (1,001^741111), on 
enfin 0,100167411 y en fe bornant i neuf décimales 3 & l'on 
pourroit même en toute fûieté admettre la dixième-. 

Telle eft la valeur de Tare dont le finus verfè eft la cea^ 
ùème panîe du rayon. Donc d l'on ûvoit combien de fois 
le nombre de degrés de cet arc eft contenu dans 360', en 
onyldpliant cette longueur par ce nombre de fois , on aurdic 
la longueur approchée de la clrconféreuce ; mais on ne coQii 
âoit pas ce rapport. 

Comme nous (avons (C/am* %7S) <|uc I^ (inus de 30^^ 
eft la moine du rayon, & qus connoiflànc le finns d'un arc, 
g>n peur aiCment avoir (on finus véHè (G/om. 283 ) , ôoi 
"^unoic calculer le finus verfe de 30^ , le fiibftitner pour 9$ 
dans la Ont ci - deflTns , fc alors «lultipUaiU le réful»t p» 
Il ^ qui eft le nombre de fols que 30 degrés (ont dans 
j3^o degrés I en auioh la longacui approchée de la circonrf 



^ I 
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firence* Mais coibme la fine feroic peu conrergente , tufoM 
qu'il faudrolc ea calculer uii afièz grand nombre de ternies y 
pour avoir ane valeur un peu approchée de la circonférence, 
cous allons enfèigner un autre moyen qui nous ÊrVlra êc 
ficond exemple de la Méthode d'approximation. 

Menons la tangente AN (fig. 13 ), la fécante CJUtN 
& la fécante infiniment voifîne C mn; du centre C* & du 
rayon C N,^ décrivons l'arc infiniment petit Nr , que Ton 
peut regarder tomme une perpendiculaire fur C N. hc peti^ 
triangle reâangle tfrii fera (emblable an triangle reàangle 
£A n y parce qu^outre l'angle droit , iis ont un angle com« 
snun en n; il fera donc audi lèmblable au triangle CAN 
qui diffère infiniment peu de CAn; on ania donc CN* 

CA II Nni Nf, d'od Nr = S£jLÈ[lL , f^t tes focs- 

leurs femblablcs CNr^ CMm^ donnent CN i CM otx 

CA : r N r o\x '- : ikf m; donc Mm ssa 

c A"^ X Nn 

— , Nommons donc A N, Xfle layon CA ,ai 



Aôus aurons Hnvatadxs & TA^ = V (aa ^ Mpi)i 

donc la valeur de JUm deviendra *— .t c'efl^-diro ^ 

4a -f- ^^ 

que Jftn = ■ ; donc /Mm ou AMxf — i»^' 

^ aa -f- XX àà '•h 9ex 

Cette quantité ne peut pas.ttre intégrée exaûement. Po«t 

l'intégrer par approximation, il fiiut la mettre fous cetid 

iotmcfa ad x(aa'i»xx)''* idiots ayant trouvé (A^. xsSJl 

que ( aa -^ x x )'^ = a~^«. •••••••••«• •••••«i 

(1 — -^ -f. — -- — -— - -H— -. — «ce»), on auta 



^ û* bf^ û* «• ^ 

-, - x^ dx x^dx x^dx x^dx . V 

•^^ a* fl* a* a» ' 



3^* 5^4 ^<if* 5^ a» 
Il refte donc à (avoir fi nous connoiflons quelque arc qui 
ëcant contenu y un nombre connu de fois, dans la circonfô- 
ikncé y aie ûné tangente connue. Or Tare de 45 degrés en dani 
ce cas, il eu huit fois dans la circonférence, 8c Ûl tangente 
cû égale au rayon (C^om, 176)1 donc fuppofànr^ == d^ 
nous aurons pour la longueur de lare de 45 dc^trés^ la valeur 
de cette Céric» •••••••••••• ••••••••••••^••: 

tf(i — j-H-j — 7 + y — rr"^^<^')* M*^* comme les 
termes de cette fêrie décroilTent encore fort lentement , il fâuc^ 
voir fi nous ne pourrions pas décompo^r Tare de 45 degrés 
en deux autres arcs aont les tangentes Èiffènt coilnues. Peu' 
importe que le nombre de degrés de ces arcs foît connu ; 
pourvu qu'ils faflènt 45 degrés , quand nous aurons calculé 
leurs» longueurs pac là moyen de leurs tangentes , en ajoift^s 
ces longueurs , nous aurons celle de l'arc de 45 degrés. Comme 
<!es arcs feront plus petits que 45 degré», leurs tangentes lèronc 
plus petites que le rayon , 8c par conféquént la férié (èra plus 
convergente ,* 8c plus iacîle à calculera- 
Or ce que nous avons dit (Géom. i8i ) nous fournît le 
moyen de trouver deux pareils arc^. En effet , nou!s avons vu 
que aBih étant deux arcs quelconques , on ayoit tang. (a -f- b). 
fin« (d -^ B) fin. a cof. k -f-' fin* i ta£^ a 



coC (a ^ h) 6of. a cof. b — «' fin. b fin* m 

(tiioni. %%6 tt zti)i donc diviâat baut & bai», par CoÙ a 

Mécani^Hc^ L Parti H 
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fin. a iîn. t 

U *, on aora aog. (a + *; s= j£f-^_fZ[* * 

fin. a fin. b^ 

' cof. a cof. ^ 

e'eft-i-ire, tang. f* -*- ^J = tang. ^ + tang. > 
f I «— ong« a uuig« ir. 

Donc fi noas fuppolbns a + h =s 4^', augael cas cang, 

( tf 4- ^ J sBB I , nous aurons 2 S — - s= i. 

I — tang. a tang. h 

équation d^oA, par les règles ordinaires, on tire »••••••••»• 

6U)g« b = i! — ^ Prenons ddnc cane* a s? ? ; aioia 

I -+- tang. a o * 

nous aurons rang, b 6= \ =3 |» 

I ■+" % 

Nour n'avons donc qu'à calculer , par le moyen de la Sri* ' 
« ■ ^ 

d-deflus , la longueur de l'arc dont la tangente x eft ■■ 

«u la moitié du rayon ^ & la longueur de Tare donc la tan-* 

gente x eft j ces deux longueurs réunies formeront celle 

3 

de Tare de 45 degrés. Or en mettant pour x » — , &* 



* " 



én(îitte . ■> , on a«*«««t»*»«*#«»««*««**««*««**««»**». 

3 

tf , I II I I T ^ ^ 

^^2^ I 11^ I . ' fr \ 

3 '""î-3' ÏÏ3^^7.3* s^-î'^^ii.}- ij.j'* 

Si l'on veut avoir les valeurs.de chacun de ces arcs , ex- 
grimées exaAement ju(qu*à la neuvième décimale ^ il faut cal- 
culer les quinze pr^mien termes de la premièrç, & les dii 
premiers .termes Ibulement de la féconde. Or. ce calcul eft forr 
a^é à faire, en obfcryant que dans la première,^ en peut cal'» 
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éoder les wrnles coofifcntifi en foiimant d'abotd une Utiei dont 

\ 

chaque terme toit égal au précédent malciplié par «-^ ^ c'eï!«« 

i^te^ foit le \ ivL précédent 3 on multiplie ehruîcb cette fêrle^ 
icrme à terme , par la férié i y } t 7 5 f > j^ &c. enfin réuni(^ 
iknc les tenbes de noibéro pair entr'etix , ic ceux de numérd 
impair , aufu entf'enx , on retranchera de la (bmme des der« 
aierl , là (baune des prenùers » & on multipliera le refte pat 

r— ^ Pareillenknt le cilcul de li féconde , Ce réduit à fbrmet 

line (erie, dont chaque totme (bit fdrmé du précédent mulci- 

t » ^ 

plié par — ^ ou par > 4 c^eft-i'diré , (bit la neuvième partie 

du précédent; on ixtultîptîe enfulte cette férié, terme à terme |^ 
|>ar la (2rxe t , j , î , 7971 ^^* ^ ^^ opère énfuite corom« 
pour la première y elccepté qu'oh multipliera le réfuUat par 

— ~ au lien de — « Si l'on exécute fcette opération eh por« 

î 4 

tant l'approximation jufqu^â dix décimales, on aura pour la 

première férié — (0,^171^5 1 1 80) ^ ou a [Oyt^i6i^i6o9o} ; 8t pour 

a 

•• i ' 

la (èconde^ — (0^6^1^1661%) ^ ou a(o,}si750J544}; donc 

3 



Tare Jt 4f degrés , qui efi la fopme de ces deux - li « (èra 
a(o,785j98ié34)» Prenant donc le quadruple^ pour avoir la 
demi'CirConfércnce^on aura â (3,1415^1^5^35); donc le rayon 
eft d la dèmi-circonftrence. (ou le diamètre eft i la circonférence) 
X : a : tf ()>H<fP^^n^) « •* » « 3.J4»ÎPi«n^» rapport qui 
&e difièfe pas d'une demi-unité décimale du dixième ordre , de 
celui que nous avons donné (C^omè 14^) > & qv^ i^on poui« 
pit^ très-Ëicilemeac y trouver encore avec une beaucoup plus 
l^raude préd(ion» 

H ij 
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87. Pour troifième exemple d*approxîmatîôrt i 
nous nous propoferons de trouver le logarithme- 
d'un nombre quelconque. Mais» avant tout^ il 
faut fe rappeller ce que nous avons déjà dit ail« 
leurs (27)} favoir que les logarithmes dont il 
s'agit ici ^ ne font pas ceux qu'on trouve dans les 
tables ordinaires. Mais ceux-là étant calculés » il 
eft aifé d'en conclure les derniers » comme nou» 
le verrons immédiatement après avoir enfeigné à 
calculer les premiers, 

J'xmigine le nombre propoK , décompbfif en deux parties » 

& repréfencé par a -H « ; a étant la plus grande partie* 

Selon ce que nous avons dit (17)^ on aati d log. (a^^-x) 

d X 
= ' '■ y quantité i|ui ne peut 'être intégrée algébri* 

a -i^ X 

m 

quement. Il faut donc la réduire en Citic , & pouf cet 

effet, la mettre fous cette forme *• •«••••••••• 

dx (a t^ x)-\ Or (^Ig. 118) on a (a ^ x)'* 

X X* x^ - 

'^■T""'5-"*--^-"V-* ***'"'»*'' r« + *; « 

^ . .1, dx xdx x^dx x^dx ^ . 
dx (a -i- x) ' e= — _— H j _ &c 

a à*' a> a^ 

donc en intégrant , on a •••••••••••••••••«••••; 

. * ^* *' «♦ . 

/ (^a -h X ) =s — — — r- H 7 -I- &c. -f- f • 

d 1 a* 3 a' 4 tf* 

Pour déterminer la confiance C^ je remarque que cette équa« 

tion. devant aroil: totijours lieu, quel que (bit », doit vûSx 

avoir lieu lorfque x a= o) or, dans ce dernier cas^ tilo 
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fc réduit à la s= C; donc C = "ïa; donc«.««««.«.»i! 

J y . ' » . * ** *' «* • 

# Ta + *; = /^ H r -H -^ T , «co» 

tf la* 3a' 4tf* 

■ConnoilTaot donc le logarîchitie d'un feul nombre, on peuc 

pat cette férié, calculer le logarithme de tout autre nombre» 

Par exemple^ û l'on fuppofè a = lo, & a + « =a ii » 

on anra x ss^ 1 , de par conféquent — = 17 > d'od Ton 

trouvera / 11 = Z xo -H 0,1 — ^^^ ^ -H ' . &c« qui 

a j - 

£ait connoftre cç qn'on doit ajouter au lo.garU]ime de lo» pooc 

-avoir celai de i|« 

Mais comme la, Térie générale que nous venoni 
tle trouver, n'eft fouvent pas affez convergente ^ 
voici une autre manière de s'y prendre: Propofons- 
nous de trouver -le logarithme d'une fraâion dont 
le numérateur foit plus grand ç\ue le dénominateur |^ 
nous verrons , dans peu , qu'on peut toujours rd^ 
duire à cela, la recherche de tout logarithme. ^ 

Xçpré&ntons par 4 la (mme da numérateur 8c i»^ d^npM. 
minuteur de cette fi:s(£Uon, & par x leur difKrejQce; aloçt 
(Géqm. 30 j ) , nous aurons | fl H- | jf pour Iç pQwiérateur^ 
% I a — - 7 ;c pour le dénominateur ^ 5c^ par cpnfiquexv: 

-S—;? — 4 — P^'^r 1* fraction , çn ( CQ fupprjmanc le faveur 
commun j ) fera cette fiaftîon « * par çonlîfqueji , 

l ' ^^ ? , ou / fa -f- jO -=- ^ r^ — *-) repréfintera fou 
{pgaritknia. QilKrcocIoas maintenant , ea rçgardant a cpmn^ 



lit 
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confiante y Se x Ccnlc comine ranable *^ nous loroiit (*7l 

dx _^ dx ' r 12 '. 1 xadx • 

„ «4- ■■ qui le rédttic à — — — — ^ oi| 

a -f- X a — * * a4 ^ jcx 

%adx (aa -« xxj**'; rédoifims donc (aa «^ jc:ç^*^é 

fn fSrie; U (Alg. ii8) nous aurons (^a -^ »x)~' =3 



,-» 



(ï 



4* 



4r &C. } ; donc 



H h «ce. ) = » ( -^ 1 — r|- - 



— r^-h 
a' 



d^ 



tf* 



/ 



«« 






a 4 *— ^ X 
*^ x^ ^ 



&c.) 



74^ 94* 

rh C. A regard de la confiante C, noui déterminerons (â 
valeur comme ci-defliis , en examinant ce qQe 4cvicm Wqua- 

4 •• 

lion , qnand « =s o. Or alors elle fe réduit il — es C| 



^onc C x= l 



ment Zl^=»( 

^ • a — * 4 



/ 1 

X 



o; on a donc tout fimplen 



■- «fi» — — 
34' 5 ^* 



74^ 



&C-) 



* Quoique cette (raôion cloîye 
repréfenter toute fraâioi) f ropolBc , 
cela a'empêche pi^ qa*on ne puiilç 
'fcgtrder U Comme « du naméra- 
«ettff & du* dénominatei^ , comme 
confiantes parce qu'il p*y a pas 
de fraâion que Ton ne poiflc pré- 
parer de manière à rendre la fomme 
^du numérateur 8c du dénominateur 
^gale à ;ol npmbte ^u*^ voudra. 
Car exemple, pour amener la frac- | ^ 

^m > ^ *^^^ »* P««^ Ja fomm* 1^ 



du numérateur & di^ dénooitna* 
teur» il CfiBx, ayant multiplié Ica 
deuy termes par un m&ne nombre u^ 

3» 



ce qui donne l " ^ de fuppoGts 

3fs -f- 5m ou Bu = lï; d'oâ| 
ron tire » = V^ = iî donc 



1 s: -^dônt U Aumi^e du n»* 
mérateuf âe du défionûna^çuf dj^ 
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'•â rôt) voie qtit chaque terme (ê forme du précédent , ea 



multipliant celui-ci coaftamment par le quarré de -^ ou da 



4t 



premier terme ^ puis oo prend le premier | le } du (ècond ^ 
le ^ du croifième » &c Ac l'on double la fbmme. 

Appliquons i quelques exemples. Cherchons, par eiemple; 
'le logarithme de s. Pour cet eflfet» nous chercherons celui de là 
6adion 7 ; tfoift aurons donc a = 3 , & » s= i ; donc 

szs ^ , & — -- as y. Chaque terme fera donc très-fiicile 

a former, puifqu'il ne s'agit que de prendre la ^ partie du 

terme précédent , pour avoir la fuite — ^ . . tf;c« 

ainfi nous aurons 

9 



a 



a* 
a" 



a* 






II 



.tf 



•^ 



•«« 



f»S 



= o,33îî3îî» 



0,037037037 



0|004it5ii^ 



0,000457147 



0,0000^0805 



o»ooooo5^4j 



0,000000^17 



SS 0,0000000^^ 



r " _ 



V donc ^ 



a 


= °.55JJ3JJ31 




» o,oi»}4J<7, 


5«* 


ss «^•oo8a)o4f, 


»' 

7ay 


ae o^ooo^53»s 




ae o,Oo«o05^4t 


lia" 


sas 0,0000005 !{ 




ss 0^00000004^ 


«•» 


eSS O«QO0O00004 



.%sa 



»s 



donc la fomme efl*... 0,346573588; Se le double, qui doit 
*irc log. X , eft S53 01^^14717^» qui j en fe bornant à huit 

H iv 
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^écïtpzlcs , ( car pour répondre de la neuvième, 9 aofoîc &Ua 

pouilèr rapprozimanon plus loin) efi 01^^31471 8« 

* . ■ . * . • 

Puifqoe 4 eft le quarré de x, & que 8 en eft le cube^ 
le double de ce logarithme (èra donc celai de 4 ; & le triple 
fie ce même premier logarithme (èra celui de 8« 

Bout avoir celui 4c 3 > on peut calculer de même , le log^^ 
fitbme de la fra£^ion j, lequel ifcapt retranché ^e celui de 4, 
donnera celui de 3 ; puifque | eft 4 divifi par | , donc 
/3 c= l 4 — /f; mais on l'aura plus facilement , en calcu- 
lant le lo^arithnie de U fra£lion y, ^ le retranchant du Iq* 
garithm^ de 8 qucr l'on connoîc i préfênt } le refle (èra le 
logarithpie de p, dont la moitié (èra celui de 3. Ajoutant 
^elul de 3 a celui de 1 , on aura le logarithme de 6* Pour 
avoir celui de 5 , on calculera d'abord celui de !• en calca« 
'iant celui de ^ > 9^1 étant ajouté au logarithme de 8 , don-* 
fiera celui de 10. Retranchant » ic ce dernier, le logarithme 
^e » , on aura celui de $• 

Qn voif par - li , ce qu'il y m i £aire pour calculer tout 
autre logarithme* Mais i) faut remarquer , que le calcul devient 
^e plus eq plus court, â mefure que le nombre devient plus 
grand , en(brte que dès qi&'on a les logarithmes jufqu'â !• 
|eu{emen:, 00 peut calculer les autres jttfqtt'i ^00, fans ena* 
ployer plus de trois tei;mes de la f^rie, lorfqu'on fe borne i 
hui; déçiipales ; & lorfqu'on a pafTé le nombre xoo , le$ deux 
premiers termes fuffifcnt jufqu'à mille , & par de-là , le pre- 
^ pier xttvnp (b0t« 

88, Four favoîr , maintenant , çommenç on 

yamene ces logarithmes ; à ceux des tables ordinaires, 

4} nous faut préalablemçn^ ayoir le l9garit|in)Q 
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4de IQ. Or, fi Ton calcule le logarithoaç de -^^ 

par la formule précédante , on trouvera log. -^^ 

.=sO,223i435'5'> ajoutant à celui-ci , celui dt 

i8 que l'on a en triplant celui de 2 qu'on a e^ 

çi'deffus, on a l ios=sj2, 30258^0^9. 

Cela pofé, rappelions-nous que Téquation dx 
.^JL fur laquelle (27) çft fondé le calcul aâuol 

y 

des logarithmes 9 ne convient qu'au fyftème d« 
logarithmes où Ton fuppofe le module =3 lî 
mais que l'équation qui convient à tous les fyftèmes 

poffibIe$ de logarithmes , eft <i jt ss "^ ■^ . ; Ac 

celle qui convient à tous. les fyftèmes de loga^ 
rithmes où l'on fuppofe que le premier terme a 
de la progreffion géométrique fondamentale eft x ^ 

'Cft 4x =: JULl^ La première , favoir A x cci 

y 

^-^ , donne , en intégrant , x =sl ly ; de h ù^ 

cpn^e » favoir dx :ss i*" / donne at == m ly^ 

y 

qui fait voir , puifqiie a: repréfente le logarithme-, 
quç pour ramener les logarithmes que donne immé- 
diatemcnt le calcul , à ceux d'un autre fyftème donc 
}e inpdule eft m, il faut multiplier ceux-là paf \p 
module m. Oc le logarithme de lo dans les tables 
ordinaires çft i ^ & nous venons de voir (^ue i/9 
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Jogarithme de lo tel que te calcul le donne îm" 
«dédiatement 9 eft 2 , 302/85*09; on a donc m x 
^9502/ 8;* 09 :s=s i; doBC le module m des 

tables ordinaires « eft ^ — qui fe réduit ( ea 

iaifant la divifion) à o^ 43 4 2 944 & 

Donc 9 pour ramener aux logarithmes des tables ^ 
tes logarithmes donnés immédiatement par le caUul ^ 
. il faut multiplier ceux-ci par 0543429448. Et 
f éciproquement ^ pour ramener les logarithmes des 
tables , à ceux que donneroit immédiatement le calcul , 
il faut divifer ceuxAà par 0,43 4? 9448 , ou ( ce qui 
tft plus commode ^ & cf qui revient au mime ) les multi* 
plier par 2,i02$S^op. 

Ainfi^ fi Ton multiplie 0,^^31471 S qae nous avons trouvé 
'^-defliis , pour le logarithme de » ; fi on le multiplie , dis- 
je» par o,4|4ip44S , on trouve 0,3010300 pour le logarithmt 
de 1 ^ tel qu'il eu en efiet dans les tables ordinaires. 

89. Lorfqu'on veut revenir, du logarithme» 
.au nombre même, voici comment on doit s^ 

prendre 

< 

Nous avons vu ci - deffus , qu'en repréfèntant un nombre 

quelconque par a -h x, on aYoit«« ••••••• ^ 

, , X X* jr* »♦ 

tf >a* Jtf* 40* 
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j»* x^ X* , ' 

•— -<-— &c* a étant vtn nombfé 



arbitraire, mais tel qae (on logarithme dilfôre peu de celui 
<^ui eft donné , & <}ui eft (uppofô appanenir à a '+' x. Fai» 

(ôns , pour plus de fimplicité , / =s | ^ ft nous auioni 

l = — — 1 — Sec. U l'aeit donc d'avoic 

la falear de i — ea r. 

Suppofôns que cette valeur puiflê ttre exprimée par — - 

1= ^^ ^ 2^1» -H Cl' H- i?î» -♦- &c, -rf, JB, r, te]; 
fêtant des coëfficiçns conftans qu'il s'agit de déterminer. Oa 
#urg donc,., i == Al -h JB î* -h C'j» -f- i> ^^ «^ &c;4 



H ï» — ][♦ 

5 a r 

3 

Or pour que cette équation ait lieu , quel que fbit ^ , 9 
(àut 1* que A s=s i ; i^ que la (ômme des termes qui mul« 
tiplient chaque puiflànce de ^ dans les autres colonnes ^ loic 

A^ A^ 

ïéro. On a donc B*^ so« C^" AB 4- ■ so^ 

» 3 

P — .:!?-:?. - ^ C + ^*i? — -^ = o} d'où l'oA 

* 4 . 

VÇ* = ==. , CSS:— -=3 ii?553 

4 i«» < i*it} a4 
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a0 -,^„ — ... j $c iî'i'on flippofôic na plui grand nombre àa 
jermes^ tels que JTf», F^', &c dans la ftrie, on aouveroir 
de même , E s= J! , F =s 1 «ce. 

•n a donc — = î "^ ^ l_ i _l i 



4 i«2. i«^«3 x*i.5,4 

&c. Donc X «4- — f ou 



* + 









*c. 



i.2,.3,4.5 

Pour faire uPage de cette formule , on retranchera du fc^ 
gftri(Wine donné ( qui cA celui de a ^ x)^ le logarirkmc 
connu le plus approchant, dont on prendra- le nombre cor* 

xefpondant pour a» Alors on aura / ^ ou ^ » que 

l'on fubftjtuera dans la formule précédente ; le réfultat fera la 

valeur de ■■ ^ d*od il (èra facile de conclure a + «» 

a 

puîTque a fera connu. 

. Si l'on veut favolr quel eft le nombre dont le logarithme 

cft I ^ dans le fyftéroe de logs^rithmes dont il s'agit ici , il 

£iut fuppofer / , ou i = I , Se l'on aura 

a a 

I î I 



^ 4- &c. que Ton trouvera = Z3718181S, e^ 

te bornant â fept décimales. 
I^e ^ombre^j^''^^ 1^ logi^rithme eft i ^ (c rencontre fré^uènjr' 
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ment dans les calculs ; nous aurons occafion de le voir par la 
foice; de c'efl pour cette rai(ba que nous venons de donner 
la méthode de le calculer* 

Comme il s*agit ici des logarithmes qui ont i 
pour module , (i le logarithme donné étoit de la 
nature de ceux des tables ordinaires^ il faudroit 
commencer par le réduire , ainfi que celui que Ton: 
prendront pour logarithme de a^ (ou feulement 
réduire leur difierence) aux logarithmes aâuels^ 
ce que Ton feroit comme il a été enfeigné (88 )i 

po. On peut avoir une autre expreffion d'un 
nombre par le moyen de fon logarithme ; comma 
elle eft d'un affez grand ufage, nous la ferons 
Connoitre ici* i 

Soit X ce nombre , êc (bit l » = |« Si Ton multiplie le 
fécond membre de cette équation , par e; t étant le nombre 
dont le logarithme eft i , on aura Ix s= ?^^9 çc qui ne 
diànge rien, pullque It = i. Or l'équation Ix =s \le^ 
iè change, par la nature des logarithmes, en Ix sss iei; 
d*oà Ton tire x = ^ t ; puifque les logarithmes étant égaux » 
les quantités auxquelles ils appartiennent , doivent être égales» 

Selon ce que nous venons de voir ( 8^ ) , fi Ton z lxss\^ 

ona;r = i-i*? + — ^ — «4- &c» Puis donc qu'on a, en 

a» 

même-temps ^ x ^ et , on aura et 3= i rh î "^ 



i«a*3 I»at3t4 
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Remarque^ 

^i» La méthode que nous venons d^employef 
t>our conclure la valeur de x ^ de l'équation ^ s=3 — 

m 

«-— &c s'appelle Méthode inverfi des fériés ; elle 
confifte 9 comme l^on voit ^ i fuppofer la variable 
dont on veut avoir la valeur , exprimée par une 
férié où l'autre variable ait des expofans en pro* 
grei&on arithmétique » & où chaque terme ait un 
coefficient confiant indétermbé« 

Si Ton avoit plufieurs termes en x & en 7 dans 
la- même équation ^ mais que jr & ^ ne fufTent pas 
inultipliés èntr'eux^ on détermineroit la férié des 
expofans 5 en faifant l'expolàmt du premier terme 
de la férié fuppofée^ égal au plus petit expofant 
de la même variable dans l'équation ;& on pren- 
droit, pout différence commune des expofans de 
la même férié , le plus grand commun divtfeur des 
expofans de cette même variable dans l'équation^ 

Far exemple , C j'arois {T-hj^sax — |«<^| 

Hr' -h &6* je feiois.ir as Ai^ 4. J?| ^ ^^ i h- 2>^I 4. 
k^^ -H Scc« parce que le plus pedt eipoGuit i»\%e&\l 
ie ^ l^.pltts g9od commun dirifèat des ezpoGus | ft I , 

*• < . cft !• 

Mus fi les ;r te les i étoient multipliés CDtr'eusr > 



ilors il faudrait fuivre une méthode dont le détail 
n eft pas trop de notre objet ; mais que Ton peur 
Toir dans les ouvrages de Ne'^ton Se dans 
tAnalyfi des lignes courba de Cramen 

UJages des ApproximaHons précédentes j pour 
V intégration dts diverses quantités. 

92. Comme on a des tables toutes calculées^ 
àts différentes parties du cercle , ainfi que des lo- 
garithmes , lorfqu'on aura à intégrer quelque diffé-, 
rencielle qui pourra fe rapporter au cercle , ou aux 
logarithmes 9 il fera inutile déformais de réduire 
ces differencielles en féries« Ce qu'il y a de plus^ 
udle à faire aâuellement fur cette matière , cft de 
£aire connoitre celles de ces diiféreticielles que Toa: 
rencontre le plus fréquemment , & de faire voie, 
comment on détermine les arcs de cercle » ou les 
logarithmes qui en font l'intégrale* En voici dee^ 
exemples. 
^ • — .' 

9\. Noos avons ?a (B6) qat , ^ * exprioioit 

r^Mment «Tun arc <le cecde AM (fig. 17) dooc a ftzoic le 
4iamècre, & jr rabfciflê; eatôrte que l'incégrale de cette qinmx 

tité ou /-—-î-— — — a tK)ttt expreffion ^arc AM^ Sup^^ 

jSo'faUt donc qae Poa demandé la valenr de cette iàtjgreh^ 
pour ODc yaleiu déterounée iit ni alors dt CA «tt de ;;« .^ 



^ 
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en retnnclîeni la râleur connae de « , ou i4 P , ft l'oii anra: 
CP« Dans le triangle reébngle CP JUy on connoitra donc 
l'angle droit, Thypothénufe CJ£=:ia^Sc le côc^ GP ; 
on pourra donc calculer l'angle ji € Mi ot conneilEuit Taàgle. 
jt C 3i% ou le nombre de degrés de l'arc A M^ & Ton rayon 
C3tt ^ ^ fàzAt^ de calculer la longueur de cet arc (Gébnu i^p)* 

,4. Si foa aroit -_i^f-_ , A, g. p te -k 

étant .des quantités . connues y on rendrait cette diffêren- 
dellc , femblable i la précédente , en dÎTtfimr d*îabot4 

— dx 
iaut 6c bas» par V^ pf ce <jui donnerott ■ ^ ■■ 

•n -r-é ,. • ^*— ; or u Ion ayou la, pour 

yp r,gk . 

mulâpltcatenr de ^ « > la moitié de la ^ntiié — — 

qui multiplie x dans le radical , alors cette di£Krendeirc 
(èroit femblable à celle de Vanicie précédaû ; donnons - lui 
dotfc cette oondition, en multipliant & di?i(àat en même-r 

A 

X gk Rk ^P . 
H mps par I , J5 — . ou -2— • nous aurons 1"- x 

i£-- où '^^ *^ Dani «6 



î<(£i,^,rO ^*^P' V(£i;c-**) 
P / 

y on Yolt que L'intégrale de notre diffiirencielle eft un 



vc de cerdc do»( \t ditoitec eft •£ — , &: rd>(aflfe J^; 
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éft, 2i>>]e. cet arc multiplié par / , ; elle ef! dotïc &^ 

die â affigner, par ce qui vient d'écre dîr. 

9^* Si aa lieu de compcer les zbCcittes depuis k 
point Âf nous les euffions comptées depuis le centre €$ 
en nommant i le rayon C^» de x rabfciflb G/'; nous 

^dx 

aurions en ■ ? ,; • — ^-^ pour Télcment de l'arc AM i 

ce que Ton trouve aîf^ment en coiiîparant les triangles 
femblables CPAT, Jfrm^ êc Cs rappellant que PM zsz 
W{hh -* *:Jf), & que, puifque l'arc A M diminue â 
ioefdre que CP ou x kugnieutâ , (k difiëréndélle doit 
être négative. Ainfi quand oci aura uiie di^rendeile 

Jtdlc que ' ' ' ■ % on la changera comme ci-dcflus 
Vigh'-^j^xx) » 

' k' dsi g h 

en — , 1 ; or -2 — rcpréftniant id, bk^ 

k quantité — t qu'on doit avoi^ daiis le nuiiiéniteur^ 

€ft -^ |/ -4r- » i^ multiplie donc Se je divile en même 
P 

temps, pat — Z-^, & j'ai — ^^^* £ . 

Donc ea fuppoûiit que C^ ae -^^, de CP^ ^^ 0« 
nuta -r^X A m y poifr l'intégrale, ou plus géoiért-- 
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icxncot -2-r- X AM -h tf, ou "7 L ^ AM^ C. 

p 

A l'égard de la conftante C^ elle fc détermine par les con- 
ditions de la queftion' particulière qui aura conduit i la dlfié- 
rencielle dont il s'agit; & Tare AM & détermine comme 
nous venons de le due (5'$)i c'eû-à-dke, pair k calcul d« 
triangle CPM^ &c* 

aadx 

96. Nous avons vu (S6) que ■ expri- 

^ na •+" XX 

moit un arc de cercle dont a • eft le rayon , & » la 

tangente ; arc quç Ton peut déterminer aiSment pour 

'une valeur déterminée de » , en calculant l'angle ACH * 

du triangle icâangle A CI/ (fig. «j; , puis la longueur de 

l'arc A M par le moyen du nombre des degrés de l!anglc 

ACNSciuTzyona. 

Si donc on avoit — ; ; » on dîviferoit, kaut & 

gb^ -^nxx 

tas , par A ; ce qui donneroit — — • "TiF"" 



XX 



puis mulapliant haut «c bas , pat -Sjp- , on auroit 

ou — rr- X -TTT * f « 




k k 

auroit donc l'intégrale , en calculant la longueur de l'arc qri 

a X pour, tangente, «c ^(I—^) pour rayon, « la muM- 
pliant par 



«**• 
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$^. Ces trois différencîelles s'intègrent donc 
par les arcs de Cercle. En voici qui s^intègrenc 
par le moyen de la furfaee du cercle. 

L'élément du demi-fegihent APM {fig. 17) 
cft dx l/^(ax -i— xjt) en nommant AP^ x ^ 
putfque ^ asa t/' {a^ — xx), & par conftquent 
yix oxx PpmM =1 dx l^ (ax — xx) ; donc 
toute différencielle qui aura cette forme. Ou qui 
pourra y être ramenée par des préparations fem- 
blabtes à celles que nous venons d mdîquer , s'inté- 
grera par le moyen d'un demi-fegment de cercle 
dont rabfcifTe eft A^ & le diamètre a; fegment qui 
éft &cile à déterminer, tant par ce qui précède » 
que par ce qui a été dit ( Giom. 149 )• 

$/î. Par exemple , (x Ton vent avoir ]a fùrface da 
jeim*(egmeDt elDpdque APM (fig, t^)^ on aara 

y ses — V (ax — XX); donc ydx ou d (APIsit) 



a 

m • j/ (ax — xx) : or dx V (ax — xx) 

a ^ 

exprime l'élAnent dû demi - (êgmeuc circulaire APM^^ 
en fuppoGtfR «pi'oii ait décrit ub cercle fkt AB^ comme 

diamètre ,• on a donc i (APM) is=t JL. i (APM"); 

a 

' b 

9c en intégrant 9 APM s=s APM* qui donne 

a 

APM ! APM' : : A : ^,- c'éft-inlirô qiie la Jkrfact 

eu iani-fégment tîUptiqUi^ tfl à ctth iti dftni^Jègm^ni 

€irculairt carrtfpcniùm y com/u U peut axe tfi au grand 

ax€ ; d'od il eft aift de coaciare- que la furfacc entière 
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4g CelUpfây efi à celle du cercle décrit fur fon grand' axe î 
comme U petit axe , ejl au grand axe. 

$9. Si au lieu Je compter les abfcifles depuis le point 
ji (Jzg. 17)^ on les côdipce du centre C; alors nommant 
CA, h, ^ CP, X, on aura — dx V {hb — xx) pour 
rélémcnt du demi - fcgment A P M ; parce : qu'alors ' 
y :-. V(3^ — ^^)9 & ^^ ^^ (ègment AP M ikùmue 
pendant que x augmente , ce qui rend la différencielle àt AP M 

négative* 
' Voici un exemple d'une difFérencieVe qui fe rapporte i 

cette forme. 

Propofons - nous de trouver la fur&cc du fpWroïJe 

elliptique alongé* La formule générale de ces fortes de» 

Cirfaces , cft -^^ v" (d x* ^ dy^ ) {7^) ê ot réquation 

r 

de l'cllipfe cft yy == ~ (iaa — xxj; doncy = - x 

cB 
^y ^ (dx^ -hdf), devient xV^aa-^xx) X 

y \ aét \aa — x^ / 

multiplication indiquée, réduilàut , & faifant fortir dx^ 

rh/ix •■ •• / hbxx \ 

bots du tacBcal.i^J/ (^i««- **-*— ^7-J» 

homme * là diftâoce CF au foyer F (fy. *1 ) , on a 
*t.= ^ aa — i i*. «" 4 ** = "« ^ ** 
(•^i^^*« »io; î donc l'élément de la fwfàce devient 

777 K A. aa . J raa 
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ilvUôlu 100$ le radical par ^ kk^ Si mulùpliotu an- 



«ehors par fa taane . % k^ nons aurons 



. r aa 



le figne — poar qu'elle exprime la fut&ce compta 
depuis le point Â ; parce que cette fur&ce diminue â 

tneiure que x augmente ; ainli nous avons — . 

' raa 

I/^ Cnrr" "" ** V* ^^"P*^*°' ^^^^ *^«c ^^ dx 

V Ci 3. — XX) que nous venons de voir être rcxpreflion d'un 
"âerni-Fcgmcnt circulaire dont le rayon eft h y nous en con- 
clurons que l'intégrale de — dx\^ C^^ ^^xxS 
eft an demi-fegmcnt de cercle OPM' dont le rayon 
f ft ^—r- > ^ ^°ï rabfciffç prifè du centre , eft :c ; que 
cette intégrale, dis -je, eft égale â ce fcgmcnt plus une 
confiante. Donc fi d'un rayon C =s=z -5 — , — , c'cfl-i-dirç, 
woifième proportionnelle iCFtciÇA^oxi décrit le 
Cffr<;le ONK ^ on aura f — d xJL/^ (JSJ!!. —xx\ ^ 

raa raa 

Pour déterminer la confiante C*, il faut remaïquor 

,que b fiirface dierchée , devant commencer an point 4» 

4loit être zéro i ce point ; or au point Ap le demi«« 

1 chh \c 
Icgnjcnt 0?W i&^Acût OAN.; «a donc o.c=? -, — , ? 
• raot 

T ••• 
I 14 
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OAN + -iflL C, d'où /on tire tf =s m^ OAtfx 

raa ' 

^one rjot^grate complète eft .i—.-.— .— x OPJiP ^-^ 

raa 

î-i*i (?if A^, ou îfiifOp^' _ OAtr), ott enfin 



raa 



(APJU'N). Donc l^i fur&cc do deaû-rpUioïJe 



icbk 



fera u (ÀCtLN). ou puUqoe CO r« îlT^ ft 

raa « « ^ » 

gne psM: cofif^qaeat ■ sat > - a , çetif (br£ice &t4 

r % CQ r CO 

celle du Q4^roïdc endfr^ en eft le 4oiit>te* 

Quant à l^ manière de d^rni}oec le nyon CO^ elk 

pft fimple ; du ^int C comtne centre , & du rayon C A% 

on décrira Tare Af.^ qui coupe, en X, h perpendif 

culaire FL élevée fur ÇA au poinç f i on prolongera 

CL ju/qu'à ce qu'elle rencontre en i\r la perpendiculaire 

yîA^, élevéç au point ^i Çt qtû donnera CAt pour h 

iaa 
valeur cherchée dç CQ, ou pour ~— î en effet , les 

triangles fenblab^es CFl de ÇA if y donnent CF: Çjf ; ; 



loo. A regard des quantité qui fe rapportent 
(mmédiatemenc aux logarithmes , et font toutes 
ççlles dans lefquenes la différepcfelle propofire, eftj 
pu peuit être rendue ^ une fraâion dope le num^-* 
(ateur (oit la diffçrençiçU^ dv 4épomindtçur , ç\i 
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tMtte dt£Qfrcnctetl« tnnhipliée on dîvifée par an 
ootabtt confiant» ^ 

Lorfque le numérateur eft exaâement la diiFé- 
tencfflle du âéttaiâinaeeijr » Tintégrale efi le loga- 
rithme du dénominateur. 

Aiiifi/— = /* 4- CyfJl^ ^ l (4+*) + Ci 
cJtlÉfL^ 8= Z (if a + xx) H- C. 

Mais, lorfq'oe le numérateur eft la dl£KrendeUe 
(du dénoAinateur 9 multipliée ou .divifée par un 
nombre conftafnt ; dors il faut décompofer la diffé- 
rencielle propofée , en deux faâeurs , dont Tun foit 
une fraâion qui ait pour numérateur la difTéren* 
cielle exaâe du dénominateur*» & dont Tautre 
faâeur foit un nombre confiant. Alors Tlntégrale 
ièra le logarithme du dénominateur, variable, fera^ 
dis-je, ce logarithme multiplié par le (aâeur 
confiant. 

dx* dx 
Par exemple . ponv UkXéffCt ■■■'.» ■■ , co«î|Be là diffiScea^ 

cielle de a' -h x' «A 3 »\ dx ^ A biXLX €fit }t prépare 
ma diflëreûcîelle de manière à avoir ^x^dx dans le na^^ 

méraieur ; pour cet effet je l'écris ainfi JL . ^ ^ ■ ^ - ^ 

} 4^ '^ X^ 

iloot rintk^iale iA Jl / (à^ -4* «O -^ C 

ParciUcBicm /- "~ 



I iv 
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^ l (a rrx) -h Ç ySi 9-- / (a ^ x) 'fh € ms^ 
Il — l {a— «) 4- Ç 3= / — î— -4- C. De mêmi 

/•(ûa4-x*) 4- €:. Enfin /.±fi!lll£ï = /. "* * 



« \ 



nhx*"^^ dx ' ' tf . ^ 



a 

. . . # 

VôicT un exemple de la manière de déterminer ces inté^ 

craies en nombres. Sappofbns qa'on demande la valoir de 

/ [( 4 + *J (4 fêtant ^.) , lorfque « = i. Ç'eft donc / 7, 

«qu'il &ut avoir. Je prends dans les tables ofdinaires le lo-^ 

garicKme de 7, qui eft 0,8450^80; je le multiplie (88) par 

.x,3oi^85o> ou i,3o;358n> & j'ai 1^^45^100 ou i>^459i;! 

dx ' 

pour la valeur de / (<i -f* Jr) ou de l'intégrale de ^ 

lorfque a = 5 . & :c = t. 

^' 

10 1. Cn rencontre quelquefois des difTçren- 
pelles qui s'intégrent direâement par logarithmes , 

qi)oiqye cependant elle ne puif&nt pas êtrfs pré^ 

iix 
pâtées comme les précédentes, par exemple — ^ « 

• - ' * ' ^. 

i^ft dans ce cas. On réuflit quelquefois à leur donner 

la forme de différencielle logarithmique en eiTayant 
fie les multiplier par une fonâion de x , telle que la 
produit devienne la différencielle de cette fonâion • 
9^ ÇÇ((Ç mçme ^diiSfreoçielle ipuUipliée ou divifçç 



DE Mathématiques, ijj 

pax iprsi nombre confiant. Alors en divîfaat par 
cette même fonâion , la diiFérencielle fer oit évl* 
d^mment une dilTérencielle logarithmique, 

En ^pplicuiant oet^c léilexion â ■ , je la fi)ul« 

rîplîc par ar-f- if(xx^i), & j'ai -^^ -f-rf*, 

^ul cft «n jcâec la difFéreocj^Ie de x -H ^ (^ jr je -— i J ^ 

- xdx 

^ ^ , ^ dx ^ yf (xx — i) 

çn forte que fai y— c^pjf 



5=3 / [X rt- V' C* *-^ I ;] -H C. 

On trouvera de même l'intégrale de ' ■ ec tnol* 

V(i — xx) 

lipliant d'abord haut & bas par %/ f — t J , ce qui donnoe 

dx'fi i) 

-r-^-T — r ^, dont rintéerale« felon ce qu'on vient de voit , 

y (xx — \) 

cft A'C'-i) /[jc + ^C^a: — )]4-C 

102. Nous avons promis (5o) d'expliquer- 
çoininent il arrivoit que la règle fondamentale de 
Tintégration des monopes, donnoit une quantité 

dx 

infinie pour Tint^grale de -- — » tandis que cette ia« 

X 

tégrale a pour expreflion Ix ^ ou du tnoins tx -H Ci 

L ^intégrale de — —peut être finie ou infinie, feloa 

b portipn qu on veut en avoir. Pour cclaircir ceci, 

remarquons d'abord que prendre Tintégrale de . 

H^çiia^tre çhofe que quarxer Tbyperbole ordinaire. 
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aanAAitic par rapport à îe% afymptotcs. £n effet » 
réquation At cette courbe eft jt^sss a^ , ou x^ ses i 
en fuppoCmt , pour plus de fimplicité , a sss i« Or 

de cette équation on tire y =s — ; donc 1 el 



X 

dx 

yix de la furface, devient ; donc fi Ton veut 

08 

tvoir les efpaces comptés depuis rafyœptote A Z 
(Jig. 2(5), Tintégrale de — — ou /* -4- Cdoit être 

•X 

telle qu'elle devienne o , lorfque le point P tombe 
au point ^4, ou lorfque x = o; on a donc alors 
lo-4-Cs=o, & par conféquent C = — lo: 

donc rintégrale e(ïlx — Z ou l — ; c'eft-à*dire ^ 

que les efpaces ZAPMF comptés depuis Tafymp- 
tote font infinis^ Z & Fêtant fuppofés les extrémités 
de Tafymptoce & de la branche correfpondante de 
rbypetbole ; ce qui n'a rien de furprenant. 

Mais fi 3 le point étant le fommet de Thy* 
perbole (auquel cas rabfcifle correfpondante AN 
sa I ) , on veut avoir les efpaces comptés depuis 
le point N ; alors l'intégrale / jr -+- C doit être telle 
qu'elle devienne zéro 9 quand le point P tombera 
fur le point N ^ ou quand x = 1 ; on a donc 1 1 -H 
Cssco, & p2ir conféquent C sas — Iiaso; donc 
les efpaces NOM? font exprimés par l x. 

On voit par4à I^ que Iss logarithmes quQ 



H 
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donne immédiatement le calcul , exprimant Ie$ 
efpaces hyperboliques compris entre rafymptote U 
la courbe , & comptés depuis le fpmmet de la 

courbe, a"*. Que fi Tint&rale de ^-JL ou * — » ixm 

X 

prife d'après la règle fondamentale » eft infime, 
c'eft quelle exprime les ei'paces comptés depuis 
Torigine des afymptotes. 

Nous verrons par la fuite , des exemples d*inr 
tégration par logarithmes « 

J^€ la manière de ramener i^lorfque cela 
efi pojfihle ) t intégration ^une Diffe-^ 
rençidle binôme propojée , à celle d'une 
autre differenclelle binôme connue. 

103. Lorfqu'après avoir fait fur une différent 
Gielle t inome propofée l'examen néceffairc ( 6% te 
70) pour reconnoître (i elle eft int^rable^ on (b 
fera aiTuré quelle ne left point} on ne doit pas 
encore fe h|tir de recourir aux méthodes d'ap- 
proximation dont nous avons parlé (Sj ùrfuir.\ 
Il faut examiner fi la dilTérencielle propofée ne 
pourroit pas être ramenée à une autre différencielle 
binôme plus fîmple » dont on connut ' déjà Tintégrale 
par approximatio 1. C r voici à quels caraâères on 
rççonnoitra (i une différencielle binôme propofée 



^» 
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peut être ramenée à une autre differencîelle bi« 
jiome connue. 

Soitax^dx {b '+'cx^/ la dlfférencielle propofée; 
& foît c«'^djr(ft H- cx^y y celle à laquelle on von* 
droit la ramener; c'eft-àdire, que ces deux di(<- 
féreocielles ne différent que par les coëfficiens aSc e, 
& par Texpofant de x hors du fîgne i r eft fupi- 
pofé plus petit q[ue m ^ & de même figne«. La ré- 
dudion de cette première differencielle à la fecondei^ 

fera po0ible> H efl: un nombre entier po* 

fitif. Et pour y parvenir, on fuppofera/i«;ir"*vfj: 
(b -H c*»y a=2{b -f-c*")'"^'(^x'»"-"«-^* -+• 
Bjp«— *"*'-H C*'»—^"*' -+..&(?.)-+- Q.fex'dx 
(fr-+-cx"/, en admettant autant de termes plus 
un dans la fuite -4*'" — "•^' -h &c. qu*il y a d'unités 

^ans m^ £t pour déterminer la valeur des 

coëfSciens A^B yC &c. on dilTérenciera. cette équa^ 
tion, & après Tavoir divifée par (^-4-c*''/, oa 
tranfpofera tous les termes dans un feul membre^ 
alors on égalera à zéro^ la fomme des termes qui 
multiplient une même puiffance de x^ on aura au« 
tant d'équations qu'il y a d'inconnues A ^ By C ^ 
Sec. 6c qui ferviront à déterminer ces inconnues. 

Par exemple , fi j'avois à intégrée ( aa-^ xx ) *'^ 

je vois d'après ce qui a écé die ( ^8 & 70 ) que cette 
jifféreacielle n'eft pas intégrablct Mais la forme de ^ 
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quantité (bus le figne , ^cant la même que celle qui 

entre dans l'exprefllon d'un arc de cercle, je cherche 

t la qvsntîté propofée ne pourroit pas dépendre de 

^^ I 
adx (aa -^ xx) ^({ui cft l'exprcffion d'un arc de 

cercle dont le rayon tA a^ êc x rablclilè prilè da centre* 

Je vois d'après la règle que nous venons de donner, / 

que ou — -i.-^ (ait un nombre entier poficif t ; . 

* n % 

fen conclus que Tincégrale de la diffêrendelle propofie 

dépend en efièt d*un pare^ arc de cercle ; & pour avoir 

** dx — - 

•cttc intégrale, je fuppofe / (aa — xx) * «^ 



Zi 



(ac^ xx) » (Ax^ -4-jS«» ^Cx)^ Qfadx (aa — xx) \ 
Différendaat y j'ai. •••••••• ••••••••• • ••••••{ 



(Ott^^XX) 



Dîvi&Dt par dx (aa -** xx) ^, ]'ai«*.«««««««.»««««««4 
-7=— -rf*«— ^**— C**-Hatf— xa:) {^Ax^-h^ JBx^-hCi+Qa. 
Faifànt la multiplication indiquée , & tranipbfant, il me 
i^iem — i- x^ -f- £x^ -f^ C x^ — Q^y 

H- Ax^ -♦- }jB«* -4- r«» i 

-f- 5 -rf«* — 5 -rf tf» X* — 3 JP û» *» — Cfl* 3 

Puis donc que cette équation doit avoir lien, quel que 
fcîc X, il &it que la fi>mme des termes qui muliiplient 
chaque puiflance de x, foit zéro; j'ai donc»...»»**...*...^^ 

4 A -h î— =x5 o,— i A a* +4-B 5= 9i 

a^ 
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it ces équations tes valeurs des iooonnaes A^'B^ &o. on a 

Ainfi rîmégralc de — ^ • C^tf — x*)*"*cft 

n 

(aa — «:«)*C-T -— -c—— .^—l J -f- 

— t — ^ 

-fifadx (aa^^ XX) * -h C Ot fa Jx (aa-^^x) ^ % 

dtant Qik arc de cercle donc le rayon eft tf , & fabCâlIè iic^ 

eft fiicile i aroir* 

104. Si ta diflRSrence m •«*• r dds deux expo-' 
(ans hors du figue , divifiîe par lexpoiant n fous la 
iîgne ne donook pac ur oombre entier poikif » il 
ne faudf oit pas en' conclure qtie la réduâlon d'une 
difii^reQcielle à Tautre 9 n eft pas poffible. Il fàudroit 
encore rendre 1 expofant fous le figne » négatif dans 
chaque différencielle 9 & (î la différence des deux 
nouveaux expolans hors du fîgne divifée par Tex* 
pofant fous Te (igné donne un nombre entier pofîtif ^ 
la réduâion eft poflible» 

Par cicmçl%^ & Voh dkmattde fi h qtuMiticé««#««,««««.#* 
sT» dx (a^ — x^)~^^ d^nd ie dx (a!^ — *V~ ** 

Je VOIS que — -«. ou ■ ^ ' , oe donne poiac 

'^ 4 



9B nembie entier pofi(i& Mab avant que d'en condors 
que . ces deux diffirenciclles ne dépendent point Tune 



B 



de Tautte » je les change en ^'» dx (a* x"^ — t) * 
gc ar^ dx Ctf* «^4 — x;"" *• Or, ici , je vois que 
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r — 10 -^ z 
ou ■ Jonoe on nombfc eotier pofirïf ; d*gd 



. n —4 

je coQclas que ces deux difiërendelles dépendant l'une de 

l'autre. 

Pour intégrer la propofée, dans ce fécond cas^ 
en opéreroic comme ci-^deflus, non pas fur les 
deux diflférencielles mêmes » mais fur ce qu'elles 
deviennent -après avoir rendu Texpofant négatif. 

Ainfi dans Tezemple cl-deflus, je &rois««««««,.«,«.««,^ 

/«-»• dx (a" ;r-4 — O * ^(a^sr^-^ \) * (Jtsr^ + Bx^^) 

H- Qfx"*' dx ( tf ♦ »"♦ — ï J * » * j'achcverois comme d«! 
deiltts, pour déterminer les coëfficiens Jl^ B\ Ç. 

loy. Il peut arriver dans certains cas, que îa 
différencielle propofée foit intégrable , quoique par 
Tune ou l'autre de ces deux règles elle paroiflè dé- 
pendante de la différenciell^ donnée. Mais outr« 
qu'on eft cenfé avoir déjà examiné par la règle 
donnée (68 & 70) fi la difïérencielle propofée eft 
intégrable , il arrivera toujours dans ce cas , que le 
coefficient Q que fon donne â la difiRSrenctetle i 
laquelle il s'agit de réduire la propo£Se> ftra ^s g. 

Par exemple y 6 on dewandoit fi x~^ dx(aa -^^xx) 

eft déptodanc de dx (as —s^x). ^ ; on v^wmm 
que cela w & petic pas dans le premier des devz cas 
ci - dcffos 5 mais dans le fécond , c'eft-i-dire ea changeant 

M diffitieiicieKes e» x^lâx f*«Ar» «i« .rjf"*% I; 
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«"' «* Caa:b^* — O *, oû tïouVeroîc qvOS 

— -^ — ^^ —~ cft un nombre entier pofîcif ; 

ce qui indique que là première différencielle peut 
«ïépcndrc de la féconde* Cependant la difKrencielk 

x'-s dx (aax^* — j) »erf inrfgraÈle (68). Miis 
la comradîdioû n'eft qu'apparente J cTar fi fur le témoignage 

de là quantité égale a un nombre entier, nous 



cherchons en cfiFec â réduire x"^ dx (aa^t"^ — ' iJ * 

i" 
i »-« dx (aax'^ — i) », nous ferons 

/«-* ^* f tf tf «""»— I ; ^ = (aiiX-^ — i)^(Ax'^'i^B) 

4- Ç/»*' </« Ctf a*""» — i; * ; & déterminant les coëffi- 
ciens A^B^Q^ comme ci-delTus, nqus trouverons Q => o 

ce qui donne fx ^ dx (aax"^ — \) * , égale i une quan- 
tité purement algébrique* 

ip6. Suppofons maintenant, que les deux bi- 
nômes qui entrent dans les diflerencielles dont il 
Vagit ici 9 aient àts expofans difierens ; en forte que 
la différencxelle propofée foit hx' dx (a^ hx^)\ 
& celle à laquelle on veut ramener celle-là ^ 
foit :^ix{a-^bx'^y^p ayant une valeur numé- 
rique plus petite que celle de r. Si r eft poiîtif, oit 
changera ta differenctelle hx* dx {a H^ bx^y^ en 
cette autre hx' dx (ir-+-ix"/""i'x(^-Hix"/. 
!Alor5 fi r -«- p efl un nombre entier pofitif , oa 
-paurra réduire h^dxÇa^bx^ )^^^ (^ + ^ ^^f 



x>B Matbèmatiqves. 145 

çn une fuite de teunes de cette forme « • 

dont chacun peut être ramené ï x^ àx Ça-^b x^y 
par la méthode, précédente d ,i *^ m peut être 
dîvifé par n ; & pour y ramener la totalité , on ap« 
pliquera , mot à mot ^ ce qui eft prefcrlt par cetto 
méthode 2 en prenant ^ : pour ce que nous y avons 
appelle j ^ le plus grand expofant de x dans la 
valeur développée de hx*dx(a -f- bx^Y'^^. 



Fat exemple^ fi j^zvots fx^ d 9 (ai ^^xx)^ à ré^re h 

fax (hh — rc 5pj * , je changeroîs /^* ix {Ih — X x)* 

en fx^dx C3 3 — Kx) (hb — x xp on f(H x^dpf 

— x^dx) (hh •^ xx)^'f alors çc que je dois prendre^ 
pour 1, eft 4. Je fuppofe donc, coaforihémenc â la méthode ,• 

/(hhx^dx — x^dx) (hh — xxp^ (hh — xtx)^ 

(Ax -f. uBsc»; '^fRdx(hh ^ xx)^^ 

Si au co)itraire la valeur de r eft négative 9 on 
préparera la difFérencielle à .laquelle on veut rap^- 
porter la propofée, on la préparera, dis-je, de cette, 
manière, x'^dxCa -+- b x^^^^ x («H- bx^Y; 
Se dp — r eft un nombre entier , comme il fera 
nécefiaireAient pofitif (puifque nous fuppofons r né« 
gatif & plus grand que p » quel quefoit dVUeurs /? ) ^^ 
on pourra réduire x'^dx (a^ bx^ /"'(a-htA;)'». 
à une fuite finie de termes de cette forme. .••«.»;», 

Mécênijuc^ L Part. K 
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{A^x'^ H- JS^A-«*« H- Cjr--^'*» 4- &c.) (4 •+• bx^y. 
Alors on agira , comme s'il étoit qûeftion de ré- 
duire cette dernière à la forme x'ix{â -+- bx^)'; 
céft'à-dire, quon opérera d'clne manière toute 
iêmblable à celle que nous venons de prefcrire 
dans le cas oà r étoit pofitif« 

Par cxcmpîc, s'il s'agiflôit de tUmtegx"* ix (ad-^xx)"^ 

d X 
i dx (aa ■+• xx)'^ ou ■ qui (86) s'inicgre par 

ad 'i* XX 

un arc de cercle dont x cH la tangente , & tf le rayon ; je 

diangen>is</5tffl*-+'*y^"^' tti(ad'^xx)dx(aa'»hxxj^*; 

ft comme le plus petit cxpoGint hors du linome propoS , eft 

^- 1 , je ruppo(erois fR (a a "h x x) d x (a a -h x x)'* =2 

(aà + xi:)^ * (ji si"* -f- £ x) H^fgx^^dx (aa + X x)'K 
Et i'acbeverbis comme ci-deiTos, ^our déteritoîndr Itfs c<^ffi« 
ciens ji ^ B k. R4 Alorsi, par la traorpofition, on auroic Ift 
valeur de fg»^"^ dst (aa^ xx)"^ ^ dans laquelle je rëdui- 
rois enfuitc R (aa '^ xx) dx (aa '^ xx)^^, à Rdx 
Xaa -H xx)'^*' 

• Svp — ^ r ft*^if pas un noiftbf e entier , la ré- 
dttâion d'une dififôrencklle à rdutfe^ ne pourrais 
avoir lieu. 

Des Fraclions razionnelUs. 

x(yj. ToùCé quantité é\0ét6i\életh i^tftidnnelle , 
eft toûjOiirs intégtttbie 3 ou sJgffMiiMfAi^M ^ un par 
dts arcs de cerdé $ ou par dé^ lc>g2irithnMs , 6û par 
ces trois moyens à la ibis , eu par deux feidement 
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Elle eft toujours intégi'able algébriquement , lorf^ 
qu^elIe ne renferme point de dénominateur variable , 
à moins que ce dénominateur ne foit monôme , 
en exceptant feulement dans ce dernier cas , la 
circonftaùce oii le dénominateur ne feroit élevé 
à d autre puiffance que Tunité. 

Il nous l'efte donc, à voir la vérité de notre 
proportion, dans les autres cas; c*eft-à-dire, dans 
les cas où la ditferencielle propofée a un déno^ 
tninateur rationnel complexe* ^ 

Nous fuppoferons que dah^ le numérateur de 
la firadion difiTéfencIelle propofée , la variable foit 
moins élevée que dans le dénominateur. Si elle 
n^étoit pas dans cet état , on Vy ramèneroit en 
divifant le numérateur par le dénominateur jufqu'i^ 
ce que la puiflance reAante^ fût plus petite que 
dans le dénominateur. 

Pat exemple 9 fi j'arois i intégrer . 

aa H- 3 ax -f- xx 

je commencerois par divUèt x' dx^zx xx '+• ^ ax '^ aa; 

j'auroîs xdx pour quotient, 9c — ^ax^dx -« aaxdx 

pour refte. Je HnCcioU encore ce refte par le même 

dénominateur , & j'aurois '^ i adx pour quotient , 9t 

m^ tA*xdx -f* ^a^dx pour refto 5 alors, au lieu 

, x^dx . ... » 

àt ■ t le prendrois xdx mm \adx -^ 

aa 'i' lax '•^ XX , 

Z a^ xdx ^ ^à^ dx 

Kij 
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Pour découvrir p.ir quel moyen nous pourrons 
intégrer les fraâions différencielles rationnelles , 
rappelions-nous que la difFérencielie du logarithme 
d'une quantité , étant la difFérencielie de cette 
quantité divifée par cette quantité même , c'eft-à- 
dire, étant toujours une frai^ion ; il eft aiTez naturel 
de foupçonner que l'Intégration des fraâions ration- 
ftelles pourra fouvent dépendre des logarithmes, 
tenons , par exemple , 2a log. (a ^ x) — 
^^ log. (^a H- X )y en différenciant , nous aurons 

xadx xadx #-* ^j t ^ >* 

, ou en reduuant au memt 

dénominateur,* L?JL^-- — . Qr, il eft clair 

que pour intégrer cette fradlon , il ny auroîc 
autre chofe à faire qua la décompofer en deux 
fraâions , dont Tune eût pour dénominateur 
tf -4- A- , & l'autre 2 tf -H Jr ; & dont les nu- 
mérateurs feroient des nombres conflans multipliés 
par ix^ ces deux fraôions s'intçgreroienc alors 
par logarithmes. 

108. Jl eft donc affez naturel de tenter , pour 
intégrer ces fortes de fraâions , de les décompofer 
en autant de fraâions (impies , que le dénominateur 
peut avoir de faâeurs 3 & dont chacune ait pour 
dénominateur un de ces faâeurs ; c*eft en effet la 
méthode que l'on peut & que l'on doit fuivre^ 
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lorfque tous les faâeurs , dont le dénominateur 
a pu être formé j font inégaux. 

10^. Mais lorfque parmi les faâeurs du déno*;- 
jDQlnateur, il s'en trouve qui font égaux encr'euxs 
alors on ne doit pas s'attendre que la méthode ait 
du fuccès^ parce que l'intégration ne peut dépendre 
entièrement des logarithmes* 

En eflfet , fî l'on avoît , par exemple , — 



dx 



dont le dénominateur a deux faâeurs égaux a ^ x 
& fl -+- .r, on trouveroît (66) que l'intégrale de 
cette quantité, ou de fon égale dx (a ^ x)'* 
cft — ( <i H- ar. ) - " -H C qui ne dépend point 
des logarithmes. Mais on voit, en même- temps , 
que il l'on difTérencioit une quantité telle * qua 

-^— ^ 2al (« -+- x) '+' zal (2a ^ x) ^ 
^_ ^ • aadx . zadx . zadx 

on auroit — 



(a a -4- %ax) dx , xadsç , ,j ./- 

OU ^^ h ^ ou ( en reduifant 

,^ , Aax^dX'^9a^xdX'^4a^dx. 

tout au mcme denommateur) ■ ^ ' ■ ■ > ; — r— ^ 

dont l'intégrale doit évidemment renfermer une 
quantité, algébrique &c des quantités logarithmiques; 
Or le moyen de revenir à cette intégrale feroît 
de rendre à la différencielle , fa forme précédente 
fia^xax j^ ^ J±ifL^ c^eft-à-dîre, de ia 



(•tf -+• x)^ a -^ X 

K îii 
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décompofer eD deux fraâions, dont la premièro 
eût pour dénominateur tous les faâeurs égaux » & 
ds^ns fon numérateur toutes les puilTance^ de x*, 
moindres que la plus haute putiTance da dénomi* 
fiaceur ; à l'égard dçs autres fraâions ^ elles auroient 
pour dénomiDatour^ chacune^ un des faâeurs iné- 
gaux 9 & n'auroient aucune puiflfànce de x au numé^ 

yatçur, Car alors le terme ^/ ^ ?/ ^* s'întçgreroit 
facilement par les règles données ; & le term^ 

4 ^V ./V 4^0 

r-» s'intégreroît par logarithmes. Or on peut 



toujours partager ainH toute fraâion rationnelle S 
fie ceft ainfî que nous le pratiquerons, du moins 
lorfqu'ii n*y aura pas de faveurs imaginaires dans 
le dénpjninateur 5 cas que nous examinerons après, 

A. /T (tf -h ^« H- cx^ -|-...^jc"~' 4x .- 

pn gjnéral , toute ftaé|i<Mi rs^tionnelle ^ (i Ton TuppoC; que 1^ 
^énomitiateAir ait un nombre m de £|fteurs égaux à ^ ^- ^» 
410 nombre p 4e faâeurs égaux â x «4- â 9 &ç. de un noinbre 
quelconque de fadeurs inégaux , & reprëfentés par x -f- 1 , 
IF *h ff I ^ + ^> &c« au^el cas la fraûion propose 6rat.« 
f4 -f- ^» + tf«* -f-...lt«""*)rf» 



r"""^" 



r^ -+-^r (* H- *)^ X &c. ( X + i) (x H- î) ( 4f -h r) 
}i fi^udra^ ppur xmégffiT cette firaôioa, ruppcfer,.,.^.. ,.., 
(a -h ^^ -f- car* -f-.,.**"*' ) Jx 

Ay^'' dx 4 - Jgjf*-» Jx -h /{^* 



i>E Mathématiques. 151 



ii* 3fij* A^</« ' ^ ^ » /f p 

«-4-» x-f-f »H-r 

étast 4« cofiifficitas «oBilftof , & înAétecn^és. Alors , fi pac 
quei))uc p^Qffa f]iv iQç £b¥> on détecninc nés coefficiens , il 
ftoL bolc d'avoir l'iiuégoUc* Cela tSt ivid^nc pour les fiaAîogs 

^ , Z^/a: M^» A^i/jc , , „. y , 

fimplcs I _ ..!■» ■ ^ t .i .. .. ^ ^ &€• 4oni iintégrale 

eft Z/ (r4- i), J//(«r H- ^), A^/ C« + r), a:c. 1 

1 égard des iraâioûs ! ~ — , ,. 

on fera, pour plm de finplické , ir H-* ^ =ff {> ce qui don- 
nera x = |«^^y&</x = ^f. SubftKaanc ces valeur^, 
on réduira la totalicé a une fuite de n^pnomes faciles à ïnti;^. 

dr 
grer, & donc on (èui fçxa de la forme -^-^^ c'eft-^i-dlrc» 

l 

s'int^grer;^ par iQgarlduncs. De même, pour les termes,.»*»; 

A^x f"^ dx -I- fi^xB-i dx -f. R'dx ^ 

Ainfi y il ce nous re()e que deux chofes i examiner \ îsi 
première, comment oo trouve les (àéleurs du dénominateur 
de la fi-aôjon différencielle propofée, U ^conde, comment 
on trouve les cocfficiens indécerminés. 

1 10. Pour trouver les fadeurs du dâuMiiînateur, 

il faut fe conduire comme pour réfoudre Téquatioii 

qu'on aurok en égalant ce dénominateur à zéro ; 

puifque ( Alg. 143 ) réfoudre wie équation , revient 

à chercher les faâeurs binômes dont la multipli*» 

câtioQ a produit cette équation* 

K iv 
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III. Quant à la manière de trowrer les coëf*- 

fidens A^ B y C s ce qui fe préfente de plus na« 

• turel , eft de réduire au même dénominateur toutes 

U% fraâions où ils entrent ; alors les deux membres 

de Téquation formée de la fraâion propofée & de 

ces nouvelles fraâioos, ayant le même dénomma^ 

ceur , on peut fupprimer ce dénominateur de part 

,& d'autre^ & ayant tr^nfpofé tout dans un feul 

membre , il faut ^ pour que Téquation ait lieu » 

indépendamment de toute valeur de x; il faut» 

dis-je, que la fomme des termes qui multiplieront 

une même puiflance de x^ foit zéro. Cette condition 

donnera autant d'équations qu'on a de coëfHciens 

indéterminés , & qui ferviront à déterminer ces 

. mêmes coëificieps. En voici des exemples. 

Progofons-nous d'intégrer ^ — ; je fuppoferaî 

_ ^^ z=xz w ^ -4- M . . , puîfque les deux 

au — XX û-f-* a — * 

faôcurs du dénominateur a a — sçx^ font a^x 
ic a — X. Afors , réduifant au même dénomina- 

., . dx (Aa^ Ax -h B^a-^- Bx)dx 

teur, lai-^. — r- = l ■ ■■» — . 

«I* — XX aa — XX ^ 

fuppriinant le dénominateur commun , divifant par 

Ax 




d ic, 8c tranfpofant ,j'ai^T-T A a — ^ BAr^fi=: o, 
donc i ^— i^a -^ Ba =S3 Q« & -4 — B =35 o^ d où 
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il «ft facile de conclure i4=-L,&B=st-L; 






nous avons donc = 



aa '^ XX a^x <! — jr ^ 

dont 4*intégrale eft / ^ — = -i- l (a -^ x) 

«a — ** itf 

I 1 ^ . . ^ X 1 â 



/(tf — X) ^ c ==:^i-/;lt^h- c 



Fropofons-nous , pour fécond exemple » la frac- 
tion -2- -i- z — d X , que nous avons 

eue CiP9) en différenciant ^^ ^ ^2 al (a + x) 



atfl (2 il -f- *). Nous fuppoferons donc 

ax = ax 



réduifant au même dénominateur^ on aura (après 
avoir fupprimé le dénominateur commun ^ divifé 
par dx , ôc tranfpofé) 

— ^AT* — 2Aax 




— a aCx j s 

donc ^a — A — Cs=:0,9a* — 2 Aa '^^ 
B — 2aC s= o, j^a} — aBtf — Caa = o^ 
équations d'où Ton tire A z=s 2 a^ B ^=^ a^ ^ 
C =s 2 a» 
JLa difierencielle propofée fe changera donc ea 
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« • 

.*^^:t^^ dx -h ^-^^ Or le dernier terme a 

évidemment pour intégrale 2 a log. ( 2 a + :ir )• 
A l'égard du premier , je fais a r+- jf qF= ? * j'ai 
doncjr = ^ — ^9 &^x=3(f^. Subdituant dans 

— — d * , 1 ai — i-p^e a ? , ou i- — 

^^^- dont Tîniégrale eft 2 a log. ? -4- -^ on 
'2ai(tf4-x)4- ■ ■^^- ; donc Tintégrale totale 

ainfi qu'elle devoit être. 

112. Cette méthode eft générale. Mais on 
peut faciliter la recherche des coëfficiens , par plu- 
fieurs méthodes. Par exemple , on peut trouver , 
indépendamment les uns des autres , les coëfEclens 

à^s fraftions fimples , en cette manière. Soit -— - 

la fradion propofée ; ft a; ^ 4 un des fadeurs 
du dénominateur; & foit P le quotient de M 

divifé*par hx -^ a. Concevons — -. décompoié 

en — & -^ ; alors nous aurons — —- = 

Adx ^ Qdx ^^ J^ _ A ^ g . 



donc en réduifant au même dénominateur , & 
ayant égard à la fappofition que ? = - — — -^ 
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ou P xCftx-4-tf) = Af,on aura 
N ^ A P -^ Q (hx -h a). Maïs en diffé- 
renciant IVquation (fc«r-f-fl) P sss M ^ on a 
ftPdx H- (fe* •+- a) dP z= iM. Or cette 
^Squation ^ alnfi que réquation N ,9sm A P •+- 
Q (Ax + ii^ devant avoir lieu pour toute valeur 
de iT 9 auront également lieu » lor fqu'oA mettra pour x 
une valeur quelconque. Mettons donc pour x la 
valeur qui donne le réfultat le plus fimple : c'eft* 

à dire y mettons pour x la valeur ^^ *^ que Toii 

a en fupppfant le dénominateur fc;r -|- 4 == o; 
{lions nous aurons hPix s=s dM, de N s=sA P. 

Mettant dans la féconde , la valeur P ss _ ~. que 

donne la première , on ^ ^4 =c -^-rrj- J c*eft-à-dîrc , 

que pour avoir le numérateur A de Tune quelconque 
des fr^i^ions Cmples , il faut divifer le numérateur 
N'd X de la propofée , par la diiïerençielle iM à^ 
fon dénominateur 5 & ayant fubititué pour x la 
valeur que Ton auroit , en égalant 4 2éro le déno<- 
minatçur de la fraâÎQn (impie , on multipliera le 
tout, par le coçl^cient àt x 9 d^s ce dénominateuc 
(impie, 

Par exemple ^ pour avoir les numérateurs ^ Bc B ia 
fw^iions ~- «c — dans IcfQuellcs nous *vqw 
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di»<kflîis, décompofé la fra^on , je <îifF(?ren« 

aa — X X 

le dénominateur aa ^^ x x^ ce qui me donne -*» %xdx» 

Je divifè donc le numérateur dx de la propofée » par — x x d x , 

ce qui me donne — - y dana lequel mettant fuccedl- 

i x 

▼ement pour x , «- ^ &* â , ( qui (ont les valeurs que Ton 
trouve pour x , en égalant fucceflîvement à zéro , les dénomi- 
Aateurs a -H x & a •— x des fraâions partielles ) » & mul- 
tipliant par les valeurs i & «- i , de A , j*ai *— , & — 

la xa 

pour les valeurs et A Se de jB ^ comme nous l'avons trouvé 
ci-defTus. 

On |>eut dé même , trouver des règles générales 
pour déterminer les coëiEciens des numérateurs des 
fraâions partielles qui ont pour dénominateur le 
produit des racines égales ; mais nous ne nous y 
arrêterons pas. 

113. Quoique les règles que nous venons de 
donner pour intégrer les fradions rationnelles, foienc 
générales ; cependant , lorfque quelques-uns des fac- 
teurs du dénominateur font imaginaires 9 on a pour 
intégrale , des quantités compofées d*îmaginaîres , 
intégrale qui n*eft pas moins réelle , mais que fon 
ne ramène pas toujours commodément à une forme 
réelle. Ce qu'il faut faire dans ce cas , eft d'extraire 
d^abord du dénominateur tous fes fiiâeurs réels ; 
après quoi on décompofe le refte, non en fadeurs 
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du premkr degré , mais en faâeurs du fécond ^ 
leFqueis font toujours réels. Alors pour chaque 
faâeur du fécond degré, qui peut toujours être 
xepréfenté par ajp^-f-t^r-f-c, on forme une 



fradion de cette forme — ^ — ^ — ï- , & Ton 

détermine toujours les coëificiens comme ci-deiTus. 

. Par eiexnple, fi l'on avolt a hit^erer la fraâion 1 

on trouveroh d'abord en égalant â zéro le dénominateur 
â'.x- jr' , que â — x eft un de (es fa^leurs^ pois divifknc 
a} •— «' par a — ;c, on auroit a* -f- ^ * -♦- «* qui ren- 
ferme les deux autres fadeurs. Mais en égalant à zéro , cette 
quantité , pour avoir (es deux faâeurs , on trouveroit qu'ils 
(ont imaginaires» C'eû pouiquoi , fans chercher 1 décompofèr 
la quantité propofée , en trois fractions qui^ aient pour déno» 
minatcur chacun des trois faâeurs de a' — x^ , je la décom«- 
po&rai (èulement en deux fra^^ions qui aient pour dénomi- 
nateur, l'une le fadteur a — «-* x, & l'autre le fadeur 
a^ -f* â jr -f- X* ; ain(i je fuppoferai ..• 

a^dx Àdx Jfxdx -h Cdx _ .. . 

: s=s 1- I ■ ^ Kedm* 

tf*— *' a — x aa -j^ ax ^ XX 

£int au mâme dénominateur, divi(ànt par dx^ Se tranfpo(ànt, 

on a** •• a* -^ Aax -^ Ax' 

^Aa^-ir Cx -+-^*»5.s=o, 
— Ca — B ax 

l^galant à zéro la (bmme àt% termes qui multiplient une mime 
pm{rance dex^ onaJ9 — ^sso, C '^A a^'JBas:zo^ 

À» — ^a* — Cfl = oj d'od l'on tire A 




a} 
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■ 9 C^ = * ^ Ainfi 1 on a 



rt^ 



3 • tf» — jc» 

3 3 3 

0Ù^re fxaâion da fécond membre eft évidente fat ce qtti pré- 
cède ; quant à. celle de la féconde fraction elle fè trooFC pat 
ce qaj va être die Inceffànmienc. 

114. Si parmi les fàâeurs du fécond degré, 
il ^*en trouve qui foient égaux entr*eux , alors on 
formera ^ pour chaque groupe de faâeurs égaux « 
une fraâicn de cette £brme« • . • r ^ . • 

des faâeuts âx* ^ h» '^ €, (^i fe trouvent 
égaux entr'eux. 



Par exemple y fi l'on avok i intégrer, 



x^ -f- ^ tf x' -♦• 4 û' y 



a, w 



^x y on croavcroit que le déno-» 
(aa-hax'^xx) (x^-^a^) 

minaceur ed décompo(àbl^ en ces trois £i6tears x **^ a, 

X* -^ âx 4- a' & x^ 4- 4x •+• a^ Sans chercher i décomr 

pofer ces derniers, en fadeurs fimples qui (ktoïtûx îi&agînaîres , 

on les emploiera tels qu'on les trouve; mais comme ils (ont 

égaux, au lieu de les prendre pour dénominateur de pareil 

nombre de fradUons , on prendra leur produit (a^ H* a x + x* )* 

^ pour dénominateur d'une (cale fraé^ion , dans le numérateur 

éé laqudte àtt fttt encrer toutes tes paHEmces de x , înfé'* 

ùûHfH â la pltts hame de celles qo! Te trouvecoot dans le dé-* 

nomihatenr y c'eft-i-cUre , ici , où la plus haute puiflànce de 

gf Aàos le dénominateur, eft x^ 9 on mettra dans le naméra- 
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leur toutes \ts puiflaOCes dd x, inférieures \ x^. Ainfi , oa 
luppoiera 



(a*^ -^ ax '^ xxj (x^ — a'^ « — <f 

Sx^dx-^Cx^dx^Dxdx-hEdx 

■ — — ' — , & Ion détermiaera 

{aa ■+" ax -f- x xy 

les cocfficîexxs comme il Tient d'acre dit ^ pu» dm iâtégréfa cômâi* 

il fuit* 

II y. Il ne refte plus qu'à favoir Comment on 
intégre ces quantités. Voyons d'abof d la pfeliilère ; 

celt-a-dire, ; . 

Suppofons 9 pour plus de fîmpHcité ^ qu'elle eft 

#1 • \ /- A^xdx 'h £'dx i> 

réduite a cette forme -^ — "-—^ ce que 1 on peut 

toujours faire , en divifant haut & bas , par a. 

Alors on fera difparoitre lu fécond terme du 
dénominateur » en faifant x ^ ^ a^ ±cz f : ce qui 
donne :r == j — ^a' , 8c dx s=^ d^i fubftituant, 
on aura une quantité de cette fornae. • • « 

^A^?..t.-P.^? , dont la première partie -*£îii* 

s'intégre par logarithmes (99] ; & la féconde s'intégre 
par un arc de cercle dont le rayon efl }, & la tangente 
cft î. 

Qua6t aux quantités de la ifbrme • r. 

dÉll^JL±l£:Zi'' ±lZ2^If- on fera, de 
(*» -h ax -h *)• » 

même, difparoître le fécond terme du dénomi* 
nâtteûr^ 6c l^oit aura une quMthé de cett< form^ 
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— = : , que 1 on mte- 

grera , en fe propofant de ramener à ? — , félon 

U -+- ^1 

h méthode donnée ( 103 ), l'intégrale de la fomme 
des termes où ^ aura des expofans pairs. Quant à 
ceux où les expofans ferons impairs, ils s'inté-^ 
greront par ce qui a été dit ( 6S ). 

A.in(î , toute fraâion rationnelle , ou s'intégre 
exaâement, ou ne dépend, tout au plus, que des 
arcs de cercle & des logatithmes. 

De quelques transformations qui peuvent faciliter 

les Intégrations. 

116. On ne peut donner de règles générales 
fur cette manière. Uinfpeâion dts quantités , Tufage 
& TadrelTe , diâent dans chaque occafion , ce qu'on 
doit faire. 

Le but des transformations dont il «'agit ici , efl: 
*de rendre rationnelles, les diffërenctelles propofées-, 
parce qu'alors on fait les intégrer. Sur cela, voici 
quelques obfervatipns. 

117. S'il n'y a de quantités radicales, que des 
monômes , on les ramènera d'abord à des expofans 
firaâlonnaires , que l'on réduira tous au même dér 

Dominateur. Alors, fi x repré(ente une de ces 

i- 

^antit<s ainfi préparées, on fera x ' s: ^; ce 

aui 
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qui donnera jr =3 ?' , & J jr = Z ^' - ' J j . On 
fubftituera, 6c Ton aura ùn« quantité toute ration^ 
aelle. 

Pat etcdiple , fi Ion avoic = , je I écm ois 

âjnfi • • ■ ■■ " ■—; — f piuc je la chingjttoa èn,««*éi«««( 
jrT + jrî 

x?rfip + ^^f. FalÛnidonc *»d± î; j'auroîs :tf si± fS 



a jr s=9 tf {'«;;& par coniequeot — 2: — ^ .. .^i — ^ 

qui & xéJaic i 1^JL±4^£JL , ^ sWgrt Éidle- 
iBeor, par cb qd a ^lé dit (ur lés fiaâion^ rationaelles* 

II 8. Toute quantité dans laquelle il n'y aura 
qu'un radical complexe , qui ne pafTera pas le 
iecond degré , & où là Variable , fous le radical , 
ne palTera pas le fécond degré , peut toujours êti;e 
fendue fittonnelle pat l'un ou fautre ^des deux 
moyens fuivans. I^ Après avoir dégagé le quarné 
de la variable fous le radical , on égalera, ce 
radical, i cette même variable, plus ou moins 
une autre variable; a* ou bien on décompofera 
la quantité affeâée du radical , en fes deux faâeur»:; 
8c on régalera , ainfi décômpofée, à l'un de fts 
Êiâeurs , multiplié par une nouvelle variable. 

d 99 

Pat exemple 9 fi j'arois ' « . » fe pois 



's(iz C O V k S 

V (xx — aa) =aB « •— ç; faurai JC tas -11_— — «. 

^ l 

Donc J* Œ J.2-S i — L. & V (xx — aa) ss 



mm — L , qui eft. fiicik i intégrer^ 

Je poiirrois au/H , dans ce même exemple , fidre 
tlf^(xx^aa)^ ou ViCxr^4i) (d^-h à)^^(x ^ a)i; 
alors j'auroîs , en quarram êc divkànt enfuite par » •— a , 



C* —— a) XI ; tfoà jr 



donc -7- ss ^, qai smt^re par les 

V(xx^aa)^ „-i > -1 ^ *- 

fègles cî-^ciTus» pour les fraâioQS radonoelles* 

On peut . appUquer ces méthodes i la re£Ufication de la 
'parabole, dont réiémcnc V (dx* -f- dy^) eft*«^.«. •••••• 

l'ahord y* ,.en toivaât 2L / ( J— - «f- ^r* ); fie on fera 

Xip* Quand ilVy a f^oint dé fécond terme fous 
le radical , on peut égaler le ràdkal à* une nou- 
ivelle variable iBultîpIiée par ' h Varîàble aâiielle. 

"d X 

Par exemple, fi favois ^ . —: je poarrois 

V (aa p— xx) 

^Hure'V (aa «^ ^x) ^a-^ii Et si'il 7 avoit nn lècoDl 



. K - • . . I 
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terine » on pourroit encore £ûre «fàge de cette translbirnia^ 
tioh ) en fiûiknc d'abord dilparoîcré ce (ècond terme» 

120. Eofio^ on peut, dans la Vue de rendrd 
rationnelle , tenter d^égalet la variable , ou une 
fonâion quelconque de la variable , à une nou- 
velle variable ou à une fonâion d'une nouv-elle 
variable^ dans iaic|ueUe on laifle quelque .c(ia^) 
d^lndéterxnlné » & qui puifTe fervir à ro^e( f^W ; 
a en vue* 



;: - • 



Par exemple » pour (àroir dans quels cas on pe«t • 
rendre xanonnelle • la quantité x^ dx ( a ^*.i ^ J9^ je 
ferois f tf *4- * ^)^ =5 î* , i étant indéterminée 

-ta ^Î4. JL'^j .' 

^ " ' ■ j 5 foldlriDtégKable,- 

quelque (bit ^|^ loriqne ■ — — «. t| eft «n hombre 

* . . • n. 

entiec pofilif în^ nérof ft qiii peut être rendue laiiannrile g. 
en fiuânt f ^fe/« kcfqee >. ■■ ■ ■ " «• 1 eft^ m ineubm 
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efitier négatif. E; & p z pour valeur ± — , ib itaat (m' 
nombre entier impair, on ramènera au cas mentionné (iiS), 

en &i(ant q sass jfc, fi — a pour valeor ^ 

Jl' étant an nombre entier impair* 

lau Nous ne nous arrêterons pas à étendre 
oes fortes de transformations. Nous ferons feu- 
lement remarquer 9 qu*on facilite fouvent certaines 
intégrations en égalant la variable i une firaâioQ 

telle que -2-^ 

Far exemple g fi )a?ois ■ : en nuUnt 

er.cîa — • raorois ^ ■ ^ ^ > que par in 

dhrifioni on jéduiKa i «ne fiiiie de monômes ^ ici une quan* 

JÈê.9 "- 

cité de la forme ■ ■ , ■ dont on connotc aâueilement 

TiAtégralCé * / • 






Bét Intégration des Quantités exponentielles. 

ia2. Il n'y a pas. d'autres régies à donner fur 
Qnc^f ^oo de ces quantités , que de tenter de le^ 
déçompofer en deux faâeurs, dont l'un foit la 
dififérencieUe dit logarithme de fautive , ou en foit 
une partie confiante ( i8 >; alors bu divife par I^^^ 
différeacielto dtt4ogarithme île ce Jbcand &âettr* 
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'àixA je Vois que «J* (dylx 4> ■ ^ ' * •• ) cft iniégtable ^ 

pince. que le £iâeiir dylx •h -^ eft h SSbxéààSB 

icylx-f qui eft le logaricimie de *^; famsî doac'pôac 

xJ^(Jylx^J^) 
intégrale ^ ■ * ^ C; eVA-â-Are» «> 

{dylx 4- ^ ' ■ ) 



. , y ix 

dylx 4- .-^ 



C^ on jrJ^ -f- C Par cette mtmtf 



règle, je vois que d^ft^" eA intégrabl^, par^ qoe ifx eft 

la diâërcDcielIe da logarîtlime de e" 9 djvifée par une conC 

dxi^" e"' 

taoc^ T^i ionçfdxe^* = -. — ^r— — == ■ . , ■ , Dana 

• adxle aie 

It cas oà e eft le nombre dont le loganihine eft i , la régie 
b réduit i divilèr la différcocielle- propo(2e ,, par b différent 
Oelle de l'expoiànc de ^ 

Si L*on avoic i intégrer ^dxc^f', t étant le nombre donf 
le iogaritlime eft i^^ on. te pourroît, lorfque m eft un nom** 
bre entier pofitif, en £u(knt fo^ dxe^'^ s=s e** (Aj^ -f» 
i?A«-* -+. Zj^-» ^ &c. -f- Ki Par exemple, fi^ fa| 
«* J'jcr^J», jie,fiipppfe/»»4/*«*» = e*«C^*» -f-i?«-H^> 
C« diffiirenciant (18)9 & dirUàût cnfuite par dxe*"^ jfai 






aJf ^ %J ^ Q,aJS + H ^ ôi c'cft-i-dire, -4^ = -r-^ 






» Z S3 -t. ^ donc ^intégrale ic^/xfd^t^ 



aa a' 






9^^ C o xr n ^ 

♦ • 

On peut employer avaDtageufement le nombre e 
Jdont -le logarithme, eft i ^ pour Tintégration de 
f^Iiifieurt quantités ^ principalement quand elles ren« 
ferment des logarithmes. 



Par exemple , fi j'avois 1 intégrer ifiàx(l»y*^ je ftrois 
|y ^ f s=s ilif doi^c^M =s ef; dx = d^e^i Sc p^ con« 
iKqaem «■ J« (^*)* = f^rfi^C^-^Oi^ ^oî s'intègre dans 
le Qitoie cas foe b précédente ^ 3ç de la même maiûèit.^ 

!Pe V Intégration des quantités à deux ^ oui un 
plus grand nombre de Variables. 

la^. Si Ton fe rappelle la règle que nous 

etvons 4Qoniée pour difBrencier les quantités à plu« 

iîeurs variables ^ on verra que pour intégrer les difi!f« 

rencîelles à plufieurs variables ( lorfque cela eft pof- 

iible ) , U (auf ralfenibler tous les termes afifeûés 

dç la difKrçnciellfltfune même variable, & les 

intégrer comme ^il n'y avoit d'autre variable que 

celle* là , c*eft4-dn*e , comme fi toutes les autres 

étoient confiantes. Alors fi Ton difiSrencie cette 

intégrale en feîfapt varier fuccèflîvèment toutes les 

vaïîables , & que Ton retranche le réfultat , de la 

difiKrencielle propofée , l'intégrale qu'on a trouvée , 

eft (en ajoutant une conftante ) la véritable intégrale , 

%\\ ne refte rien. S*il y a un refte, il ne renfermera 

paç U variable par r^ppoiFt à laquelle on a intégré } 
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OQ fu^ra^à Yéptxà de ce refte» k même procédé' 
qu'oD a fi»yi d'aboçd a & aiafi de A»te par rapport 
i chaque variable* 

Far exempte, fi farok 5 x^yix^x^ <fy+ ^xy^iy^J^^dx^ 
.je ptendroîs les. deux cennes afieâés de 4/;i^, favoir ^x^ydc» 
«f- y^dXf Se je les intégrerois comme fi y écoh coaAaat* 
L'intégrale eft x' y 4- y' x^ Or cette quantité étant différen* 
ciée pat xappoxc à, x 6c à. y ^- Bclc réfultat étant retranché de 
la diSirencielle propofëe , il ne refle rien 3 j'en conclus que 
rintégrale cS x^ y '■h y^ x ^ Cm 

Si j'avois x^dy -f- yx^ydx + «* i^ -f- %x\dx ^ 
xdx '^y^ây; en raflemblanc tou» les termes *afièdés dd 
tfjc» le imégianc\ en regardant y & ^ comme coaftantes^ 

faurots *>rfy -f* ** j -f- -^ Mais en recrancbam la dîf- 

férenciclle de cette quantité , prife en faj(knt varier x,y ôc ^^ 
en la retranchant , dis-je , de la propo(Ze , il refte y^ dy ; je 

y! 

prends donc l'intégrale de j^^y qui eft «^-^^ ft f ajoucanc 
a celle que î'aî déjà trouvée , j'ai ( en y comprenant la conC* 

W* yî 

«antc) *' y. •+• *?r •+• --*— -f-:-:^-.. -f- C, pour lla^ 
tégrale# 

1 24.. Mais comme il n^eft pas toujours poffible 
d'intégrer toute difTérencielIe à pfuCeurs variables , 
il eft bon de &ire comioître à quel: caraâère oa 
diftinguera £ cela £e peul. 

I2jr. Pour y parvenir 9 il faut obferver qu* 
& diuis une quantité Q^ compose » comme on !• 

I L iv 
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voudra , de deux autres quantités sfù y^ on (vS> 
ftitup d^bord pour x ifoe quantité quelconque p » 
& que daqs le réfultat on fubftitue pour y une 
quantité f » on aura la même chofe que fi on avoit 
commencé par fubftituer f pour y ^ te çnfuite p 
pour iT ; cela éyi( 



126. Il fuit de-li, que fi on différencie une 
quantité quelconque Q compofée At x ^ y & de 
confiantes ^ en ne faifant d'abord que x variable » & 
qu enfuite on difliîrenciç le réfultat en ne faifiint 
que y variable , on aura la même chofe que fi Ton 
çfit d'abord différencié en regardant jr feule coron^e 
variable , & qu*enfuite on eût différencié ce réfultat , 
^n rejgardant x i^vXt çoipme variable^ 

Ea effet 9 concevoai qp^tn metamc d^abord x '^ dx, pour 
fc , Q devienne Q' \ on aura^ Ç* w^ Q pour la diffîrendelle. 
Concevons qu'en mettant y 'h dy dbuis celle-ci 9 au lieu de 
y y Q devienne Q^' » Se que Q devienne Q^^^ , enfene que 
Qi -. Q devienne ^" — Q'" , ôa aura Q^' — ^'^' «r- (J* -4- Q 
pour la féconde di^rencitlle, 

F^ifons maintenant nos fubftitutions en fens contraire; ft 
pttif()u*en mettant^ «H dy^V^ %H «^^ ^ ^^n$ Q 9 il derient 
' ' *(?"'> P^ ^^^^ ^''^ "** Q pout la première diiFér'encieUe dans 
l^ fuppofitlon de y variable. Si nous mettons maintenant Of -h Jx ^ 
^\i lieu de x dans cette quacitît^, Q deviendra Q\ comnie 
f i-dcfliis ; & Ç'" ( 1 1 $ ) deviendra Ç" , enforte que Ç'" — ^ 
ira Ç" — Ç^; donc la féconde dificrençiclle ÙH 
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Ç'f «e* Ç' -B- Q'" -f- Ç f ftidSitacnt la snêaïc (}ue la prci 

Cela pofi$ 9 convenons que fi A repréfente une 
quantitç çoroporée de jr & de jr , y- d j marquera 

la di/Férencielle de A prife en faifant varier jr, ^ iijr^ 
celle de A prlfe ^n faifant varif r x. De même ^ 
t ^ dxdy marquera quo ToQ di^érençîe 

d^^bord A , en fuppofant x feule variable » 9c qu*eii 
fuite on dififérencie le réfultat en £ûfant varier^ 
fcuL 

1 27. Ces <clalrciilemçns pofijs, foit Mx H- Bdy 
yne diiférencielle exaâe ^ fc M fon intégrale 1 on 

aura donçifidx -^-^ày » Adx ^ Bdy} 
donc 1?^ = i*, «ç 4^ ^ B ; donc auflî 

dxdy ^ dy "^ ^ dydx d» ^ 



-^^ ddiî dA . ddM „ dB 

ou — : — SS3 j , & .>-. ., — ^ ; or nous 

^jc<fy dy dydx dx 

venons de démontrer (126") qup ddHdxdy ^^ 
M^l£±. , donc ii^t = 41^ i^onc auffi 

4- = 4^ 5 c^eft. à-dire /que fi Adx ^ Bdy 

dy dx ^ "^ 

^l\ une difTérftpciçUç complète^ |a différçuciello 
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de A prife en faifant varier y feule , & divUant 
par iy 9 doit être égale à la difFérencielle de B 
prife en faifant varier x feule , & divifant par i x. 

Ainfi je reconnois que \yi dx + xy^ iy eft une dlffé-* 

>renaelle coxnplette , parce que — ^ sas — -■ ■ ■ j en 

dy d* 

y* é/y 
e&c . le premier membre (è réduit â. ■ _ > > , Se le (ècond i 

y^</x 
-:i-T ^ Au contraire je rois que xyd*-^\xày n*eft pas 

. f .. d(xy) , - , t ^ d(xx) 

intégrable , parce que — Zt^ n eit pas égal a 



• • • 

128. S*il entre plus de deux variables dans la 
difFérencielle propofée ; c'eft-à-dire , fi elle eft de 
cette forme Adx •+• Biy 4- Cij , il faut 

pour qu'elle foit intégrable , que Ton ait -j— = 

dB dA dC dB dC , a:. ^« 

; en effet , on 



dx^ ^ d^ dx 9 d\ dy 

peut regarder fuccefEvement ^9 y ii- x comme 
confiantes ; & la difFérencielle qui n a plus alors 
que deux termes (puifque cette fuppofition donne 
pu d j = o , ou d je s=. o , ou àx = o ) , nen 
doit pas moins être une difFérencielle complète fi 
la propofée Teft , elle doit donc , dans chacun de 
ces cas , avoir les qualités des difFérencielles corn» 
plètes à deux variables. 

Il eft aifé, d'après cela , de trouver les conditions 
pour un plus gr?tnd nombre de variables. 
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Des Équations différencieUes. 

X!2^ Lorfqtie Téquation dififérencielle propof& 
ne renferme que deux variables ^ x 6c y % te que 
l*on a , dans un feul membre , \cs x 6l dx i te 
les y Se dy dans l'autre ; alors Tintégration (e 
réduit , pour chaque membre ^ aux régies que nous 
avons données pour les différencieUes à une feule 
variable. 

ASnfi» fi Ton avok a^^^it ss hy9»^dy ^ qui peut râ« 
préfenter toutes ks équations ciifBrencielles i deux tenues; cette 

• 

équation dont les indétermioées iè réparent tout de faite en 
divifiuit par y* & par *'', devient ax^'^dx =» hyt^'^iy^ 

dont l'intégrale eft éridemmen; ■ ■ ■ éavi 

■ ■ ■ ■ "T" **• 

* — «-«- I 

150. Mais comme il peut arriver que Tun 
ou lautre, ou aucun d^s deux membres de 
Téquation difFérencielle féparée , ne foit intégrable 
algébriquemeutj & que néanmoins Téquation puille 
être algébrique y ou du moins remenée à une forme 
algébrique » il eft bon d'examiner ceux de ces cas 
qui fe rencontrent le plus fréquemment. 

Par exemple , £ dans l'équation précédente , on avoit 
m — rs=— . !/&:; — /! = «- i^ Téquation diffîreacielle 

(ç rWuîroît à -f— î- ss: ^ , dont on ne peut avoir Tin- 

s^ y 
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tégralc ic chaque membre qae par logaridimes^: catôrtt qvfon 

tLûlx := hly -f- IC*^ Mais cette éqaatioo peat être rendue 

algébrique , en récrivant ainfi l x^ =z ly^ -f* IÇi on 

îx^ = IC y^ ; or il eft évident que fi les deus logaii(hm^ 

(bot égaux ) les deux quantités auxquelles ils appanienn^eot^ 

doivent être égales; donc «' = Cy^^ équation algébrique» 

Si l'on ayoic feulement ; — n = — z , Téquation difiérçn- 

h dy 

çielle fcpolt a x ^■"' dx = 1^- , dont ftntégrale eft 

< . y 

— — — = bly + lC ; mais on peut donner i cette 

m — r -h I 

Àjuation une forme algébrique , en multipliant le premier 
membre par /e, tf étant le nombre dont le logarithme eft t^ 
ear alors on ne changera riei^ à Inéquation. On aura ioxi€ 

" /^ = ^/y -f- iC^ ou (en£ûûnt m — r 4- 

W -* f 4- X 

axf axf 



i ss p) le p =5 ICy^ s 9c par confôquent e p 
r= O^* Dorénavant nous marquerons toujours par ^i le 
nombrç dont le logarithme eft x. 

131. Preisons pour iècond exemple, IMquaiion nàx saaè 



-^-^ — — ^.-v ; le (ècond membre exprime l'élément d'un arc 
4e ccrçlç dont | e(^ (ç {^lus , & ; le (ayon ; ^ eft donc ^ 

finus dc/-7- ^ , ç'çft-4-dirÇ, icfndx ou dç 

nx -h C On a donc pour ratégrak, { ae fin, (nx-^ C)^ 
FareîUement , de l'équation ndx ss, i . . ■ . ^ ^ , on coO'P' 

Cluro^t ^ es ç^. (nx -h Or 
* Qa cft le maître de fii{»(ofcc ^Hf U cooftanu tft un l^^uichogu^ 
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kU. DÀ mtnùe^ ptoilque ■ ■ « ^ eîprime Télément 

d'on arc de cercle donc j. cft le rayon , 5c ^ la tangente ; â 
Fon atotc ndx ss -*— ^^ on conclarok r = tan?» 

(nx «h C )• Mais fi on avoit ndx r= ^ } pont la 

xamener i Ja forme de la précëdeme, on fèroit { == ntup 
m étant un coëficient confiant; alors on auroît ndx gss 

Tl > ^uppolânt donc fm* ss= à , on aotoit ni =s 



a^/m*u' 



V^du 
a f 

V -TT » ce qui donnerolt ndx ;? h — ^ , d'oà Ton tire 

«— ^— aes --- dx V àfi donc », où -1« on r / -^ aa 
X'huu b m ^ a 

^^B^ (-r 9cy[af^r C). Donc ç s» • -^r • tang, (— - 
p / * 

xVaf-^C). 



753. Dans les expreflîons fin. (n^r •{- C)^. 
tang. (nx -t- C), que nous venons de trouver, 
fijr -4- C exprime la longueur abfolue dé Tare en. 
parties du rayon i. Mais comme il eft plus coin- 
mode demployer les nombres de degrés que les 
longueurs, mêmes » il faudra quand on rencontrera 
de pareilles expreffions» évaluer les.arcs en degrés» 
ce qui eft fâdle en les divîfanc , par Je nombre dé 
parties du rayon que contient iin degré, c'eft^i-dilre^ 
par ô,oi74jr3î , ( ou ce qui revient au même ) 
en les multipliant par 57,2^741 5d* 
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èiiTiû le fions de l'arc qui a pout loogueut' £, ott le 
fious de Tare qui a un nombre de degrés exprimé pat 
h X 57>»^74i^^> (bat la même cbofe« 

it4. Si l*on aToîc — xs — il— *— dont les 

Heux membres expriment les élémens de deuï arcs qui font 
l'un à l'autre : : i : n, & donc les finns font x 8l y i aiort 
pour intégrer on rendroit chaque membre rationnel, en fai« 
iaqt pour le premier /(i — xx) ^3=. x V [ — i) -^ {; 
& pour le fccond , ^ ( î — yy) ^=s, y ^ ^ i — 1. L'é« 

galion le chan^eroir en ^ ss —^^ dont l'intégrale 

eft nl[ ssi It ^ ICi d*oû Ton tire Ct s= {",- & en met- 
tant pour ^ & f leurs Talents, C[y /(— î)i*-|/(i — .yy) J 
as [« V(— 1) — VCi — 4f;e)]*, qui exprime générale- 
ment le rapport des finus x U- y dt deux arcs multiples l'iuÉ - 
de l'autre* 

• 

Mais pour faire uiàge de. cette équation ^ il faut , aupara-« 
mot , déterminer la coafhmte C. Or ruppofoiis ( Comme on 
le peut) que les det& arcs ont one même origine; alors x êC 
y doivent devenir ïéro en mime -temps; mais dans ce cas^ 
l'équation devient — C*^i:«(-— V'l)",ou — T t=s 
(—1 )" y or (— I )* eft -f- t ou -i* i , fclon que n eft pair 
ou impair ; on a donc — -C*=s±t, &f=±rpi;le 
figne fupérienr étant pour le cas de n pair ; de l'infériettr , pouc 
n impait^ ^ne efififi t3piy^^t^^(i^ y y)] sa 

DaM chaque as psisticaiier, an poumi tonjoors &lre AfftL^- 
sbître les imaginaires; mab le moyen, le pins fiinple (ètm d'd« 
g^er à zéro (après avoir tont tranipoS dans>im (èul membre) 
|a Tomme des quantités réelles ; âlon on verra que l'équatioa 
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reftante (tiz <lfvj(ible par |/ ( .— t ) , & fera la même que 
celle qu'on aura formée , en égalant à, zéro la (ômmc des 
quanûcés réelles. Par eiemple , fi Ton fait n =? z , on aura 

— y V( — i)-i-V( i-^yy)^ — xx — i« /(— i) , 
v'Cï — «ac)-Hi — *y, ou /(i — jfjf) -H %xx «^ 
il4-x»V— 'X. VCi— «^)— — jr/— l=Oj 
égalant donc i zéro y la (brome des quantités réelles ^ on aura 
(V (i — ^y) -f-ijcjc— i=Ko;& l'équation totale fera 
réduite à 2 xV (— ï)« ^(i— Jt*) — yV(— i) = o, 
qui étant diviCe par >^ ( — 1 ) , donne i«V^(i— ««) 

— y=so,oo>^=ixV(i — Jc«);orfî Ton quarre 
cette équation y & l'équation V {i ^^yy )-f-2Xx-^ x =0, 
011 plutôt y ( 1 — y y )=:i— ijfXjOn aura le même réfultat; 

On peut , de la même manière , trouver les cofinus & les 

tangentes des arcs multiples* Pour ces dernières , on inté- 

A. ndx dy -, 

inreroit — — s= ' en décompolanc 

" ] -f» X ar I H- y y 

1 ^ X X en(iH-«V— i)(f — »/— i),âc 
^ •+• yy «^ (* •+• y %^ — i) (î — ^ V' — 1) ; on achevé* 
xoit enfuite , par ce qui a été dit , furies firaélions rationnelles. 

I5y. Pendant que nous fommes fur cette ma* 
tière, faifons connoître une manière d*exprimer 
le (inus & le cofinus d^un arc , laquelle peut être 
tfufage. 

Soit donc dx ^ss . -^ Téquation qui exprime 

la relation entre un arc jr & fôo finns y* Si Ton fait 

|/( I — jfjr) =sy •- î — t, on aura Jj: :?=i — -jYjf 
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7ja — ar f/— t.*^lC^ ou /çsss — « |/ — x /^ +IC^ qui 
ianùt (saCe"^'^ ^^^ i Se meftanc pour î, fi valeur, on t 

y V^— i)— V(t — >y) «SB {îtf^'»^^-^ A iVgard 
Je la cenftanfe C, on la décerminera eh obrervattt que Tare 
jr & ton àniis doivent devenir zéro en mêmt-temps ; on aura 
donc — V I =s C; donc y^(^^i) — ^(i '^ yy) = 

•- e"'*'^ ;& par conSqaenc ^ (t-^yy) =y /(— i) -f 
e''^ i>^ quarraht , ft réduiiknt, on alura j' = 



*i/(-i)_ -^x|/-ix iVC— i).e 

ses » ; doAc iJUifc|Ue y efi flnui it M^ 

on a fin* • =1 ' — : : -^ 

Si dans le ttconi membre de r^qaation /(i •- yy) se 

y /.^ 1 ^~ e'^'^ \ on met pour y, la valeur qu'on 
vient de trouver , on aura / ( i — y y ) , c'eft'-â-dîre , cof. 



e — ^ 






a a ^ 

donc coC « 3= . . Revenons à l^inté« 

à 

gtadon des équations* 

1^6. Lorfque les- indéterminées ne (ont pas 

""^ réparées dans l'équation différencielle propofée^ alors 

avant d'entreprendre de les féparer y il faut voir fi, 

par hasard , Téquation ne feroit pas intégtable dans 

i*état ùii elle eft. Or V eft ce que Ton reconnoîtra 

(127), €" examinant £1 -- — s=s -~— , fuppofant 

<iue Adx ^ Biy ss^ o repréfente cette équation. Si 

cette 
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cette condition avoit lieu, on intégreroit, comme 
îlacté dit Ciaj). 

137. Cependant il pourroît fe faire que cette 
condition' n*eût pas lieu , & que lequation n*en fût 
pas moins întégrable; mais ce feroit en la multi- 
pliant par un fadeur convenable , compofé de ;r, 
de y ^ Se de confiantes. 

Soit P, ce feaeur. Alors APdx ^ ^ Pày c= o 
fcta donc une différcnciellc complète. Il fauc donc que 

dj^P ) d(BP) , 
' Ty ^^ — d '• ^"^"'0** cft donc réduite à trouvet 

pour F une fondUon de «, de y^ Se de conftantes, qui 
&ti5fâfle i cette équation. Mais comme cette rechercliê 
cfl d'une trop longue difcuffion ^ nous nous bornerons 
à trouver . P dans le cas où, il ne doit renfermer que 
des X iç des confiantes feulement, ou des y ôc des 
confiantes feulempnti Suppofons donc que P ne doic 

contenir que des pr , on aura fimplemenc P - r-^^ 

dy 

^ dP ^iS „ ,„ . dP .\dy d ) 

dA dB 



dy dx 
on aura donc aiféraen* P, fi — fc réduit 

à une fbnâîon de x ^ comme cela eu nécelTaire, pour 
que P folt, comme oa le iiippofey une fon^ion de ,« 
ièule. 

On pourroît encore trouver le faâeur, s'il .dévoie erre 
compofé d'une fonâion de x, multipliée on divifcepar une 
fenâion de y d'une forme connue. 

Méehaniiue, I. Paru M 



/ 

/ 
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158. Ceft, par ce moyen, qu'on peut intégrer 
généralement toute équation de la forme fuivaate , 

étant des fonâions quelconques Ae x\ q 8l r des 
expofans quelconques. 

Je pourrois chercher, fî eUe ne derieiit pas inregrable en. lâ 
multipliant par un fadteur de la ferme P>'* , P étant une fonc- 
tion de ;c, êc n un expofànt indéterminé; & je troaverois que 
cela (e peut , en fuppofiint n :s *- r* Mais il eft plus firaple 
de réduire tout de fuite Téquation â cette ktmc y^-'^d^^ 
f j^f M rH- 1 Jx 'hFdxsz o^ en dlvîfiim par JIT & par y , 

ft repré&ntant par J* & F les quotienti — — - & — ^-** 

Alors pour intégrer ceUe-'ci , je TuppoG; que P folt le (aôeur ; 
P étant une fbnAion de x« J'aurai donc Pyi**^dy -t- 
FPy^^"^^dx'hF'Pdx= o. Or fi P cft une fonOion 
ic Xy P P en fera une zViSii/PPdx Ce réduira donc à 
riniégration des quantités à une feule Tarîable. Il ne t'agtc 
donc que de rendre ?yi - ' djr -f- FPy* ^'-^^dx une différen- 

cielle complète; ce qui tiigt que / ^s^ ^ r L 

dx Jy f 

dp 

c'cft-a-dire que y^ ** ^ — — s=a: ('j — r-^ i^ jr« - ' fP ; d'od 

^^ 
Ton ure — ^ = (j-*/-M)jFJx; & en intégrant 

^P^f(9-^ r^t)Fdx-^f{q^t^ tJFdx.le; 
«Lono P 8=5 efii'-r^OFd» SûbfKtuanc celte yalcur de P 
dans réquatlon Py9**'dy -f- &c# «t intégrant, on aura 

Je n'ai point ajoité 4c confiante , dans nuiégratieà 
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lie féqazûon qui a donaé P , parce que n'y ayanc aucune condi« 
don pour la déterminer ^ dn eu maître de la fuppofer nulké 
Prenons un exemple* Suppofons qu'on ait à intégre^ 

^V ^Ê ^m ^tf 

iijf -^ -;- i m^^tfc^ H-cx-t-/*) Jjcso. Enmul« 

X 

tf y P dx 
ttpliant par le fiiaenr P» on aura */* i/jr-f- ^'^ 



X 

*f- P(tx^ '^ ex ^ f) dx ss oi il faut donc que 
dp .fayP\ aP , dP adx 



Jx 



-.(^) 



; donc 



donc /^ =3 a/xouPa=à»«. L'iiqtladoa devient donc ^ 

91^ dy '^mx^'^» ydx'^hx'^'^'^dx -f- ^ifi^^dx -^ fx^dx, 

dont i'mtéeale cft *• y -4 — -. — r- H — • ^ < 

*^ tf+J a*Ha 4-Ht 

139. L'équatiOQ générale que Aou^ venons 
d^^grer ^ fe rencontre aiTeï fréquemment ; & 
la méthode que nous avons employée , peut s'ap^ 
plîquet dalis beaucoup d^autres cas. 

t'ar eTtemplCi fi l^on atoit U» deux équations • • « • • 
ix -t- ady -f- («« + f;) T Ji as» o, kdx -f- a'^r 
4- (^x -♦- c^yJTdisss^, X, 7, & r étant trois variables 
d, ^, c ^ à\ &:€4 des confiantes & T.nne fonôion queU 
conque de r, on lédoirpic f intégrale de ces deux équ^- 
lipos , i la méthode frécédeçite » en cette maolèie* Je inul- 
tiplie raae des deinc^ la première', par exemple , par ua 
caiAâenc «adécenonié & confiant g ; U, pjovtant i la iè- 
cgnde^vje moltipCe la tocalifé par un faâeur P ^ que je 

Mi; 
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(gP^kP) d X -^ (ga P -j- a' P) dy ^[(gb F-h y P) « 
'rh (g*-' P -+- ^' P) y 2 T d e Xi o. Supputons œaintc- 
fiaac que cette équation foit une di£EérencieIIe ezadie ; 

xl faudra ( 118 ) que Ion ait i\ -^ : = 

d[{gbP^b'P)x^{gcP'^c'P)y] digaP^a'P 

dir ^^ '-^ — Ti — = 

dKgbP^b'P ^x^Çgc P-^c'Py] d(gP^kP) 

dCeaP^a^ P\ 

— 2_r- ; ^ . Or i' étant fuppofc une fondion de t , 

a X 

cette dernière équation a lieu , puisqu'elle (e réduit à 

o =s= o« Et les deux autres donnent [g + h) =3 

dt 

dP fi-t-b' iP ■ 

d'où l'on tire ^ = ^ , Trfr, & 



g-hk ' /> 

$LC ^ ç dp- 

y T dt\ donc égalant ces deux valeurs de 



^a ^ a' ' " /^ 

& dJvilânt par Tdt , on aura " — 



équation où ^ montera au fécond degré , 8c qui étant réfolue , 

donnnera deux yaleurs de ^. . 

Si^ppgfaat . donc g connu ^ on aura aifément P; puisque 

• , dp gbri-b' ^^ , 
Tcquatlon — -^ = 7 — i<i/, donne . . , 

* g •+■ K 

P=ic ^' . Or l'cquation {gP -4- kP)dx''i' Sec. 

étant adluellement une difiérentielle exaâe, (i on Tin- 
tègre , on aura {gP -hkP) x-i^igaP + a* P)y -f- C=o 2 
donc Ç\ g marquant la première valeur de g donnée par 
réquation du fécond degré, cî-defliis/on repréfente par ^', 
la féconde • valeur de ^ *, À par P[ ce que devient P , ci) 
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tftettant g* pour g^ cm aura aûffi (^'P' + kP') x -^ 
i^^ A P' -ir a' i^*)y.r^ C = o, C étant une nouvelle conf- 
iante. En effet , il n'y a aucune raifon pour employer une des 
yàleurs Àt gjg\vfât que. rautre.-Oc it ce» denx équations, il 
cfl facile de conclure les valeurs de â? & dey^ qui feront ex- 
primées en I & en confiantes. 

140. Lorfque l'équation dîflTërencielle propofée 
ne rentre pas dans les cas que nous avons expofés 
. juljqu'à préfcnt ^ alors 11 faut voir fî Ton ne peut 
pas féparer les indéterminées* Quelquefois il ne faut., 
pour cela, que rapplicatîàn des règles ordinaires 
de TAIgèbre ; d'autres fois il faut des transforma* 
tîons. Mais il y a beaucoup d'équations à l'égard 
defquelles on ignore quelle eft la transformation 
convenable. 

fe fépare iramédîatcment par la divifîon , parce qu'elle eft la 
même chofe que (a-^hy^ ) x^dx =2>* </jp ^e-h/A* y , 

... ^* dx • y^ dy j .V' 2 ' 

fluj devient-; ^ . , «a riT ^ °^"^ 1 intégration 

dépend de celle des quantités binômes â une (èule variable* 

. Mais fi j'avois jjx J» = ax^ydy^ % ah x^y^ dy 
H- ahby^dy\ on voît d'abord facilement, qu'on peut 
récrire ainfi, gx dx =(";«* -f- 2,^x*>* -^bhy^ )aydy^ 
On voit enfulte qu'oir* peut lui donner cette aiître forme , 
^x</x =;r Çx^ -f- by* y X aydy^ Or avec un peu 
d'aitrntîon, on voît que la féparation réuflîra^ fi Ton Èiit 
** H-3y* = î; en effet, on aura ** =• ^ — ^^* r 
& xdx -=?• \d\ — by dj'; donc fubftituant on au*»- 

M iiî 
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ïe^l •'^ ^gy^y ■=» ^l\y^y* Equation d*où Pon wà 

241. Corning on no peut donner de rigict 
générales fur les transformations » nous nous bor- 
nerons à quelques cas généraux , dans lefquels on 
fait que U réparation réuflit 

On peut féparer généralement 9 dans toutes les 
équations homogènes à deux variables ; c eft-â-djre^ 
dans celles où les deux indécerminkes x ic y^ ont 
dans chaque terme, foit quelles fe trouvent en* 
femble , foit qu'elles foient feules , la même fommo 
de dim^nfionSf 

Eq efièc, concevons qae ^dx -f* -Bdy esa o^ (bit 
|ine équation hotpogèoe , 4c que l'on divi(è toot par une 
poiSkoce de âff^ dont TexpoCint {bit égal au nombre des 
diœenfions de ^équation; il eft facile de Aniit qa^ n'y 

l^ur^ plus dans A ft dan^ B, que des pnliliuipes de -s2L 

X 

êc de$ çonfhintes} cnlbrte que réqaatioU fera fdsf ^ 
jF' J y = Or F ^ F' ét^nt des fondions de -^ & ^ 

^nfiantes» Cela pofé, ptUfqae ^f-:^ Yss >^~y4^ 

çn 3|ura 45F => — - — 4 \ ) "*" '•>"' ^^^ ^ 

Ton feit-ir- = y > on aura rf* =: *-- -ar—ï- H- -^-^ ^ 
ftbftiçiHint donc pour -i-^ £r pour ^jç leurs yalcurç, w 



je» 

on 
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9àxk— ^^^y > H- -^^ -h Fiy =zo,FBcF' étant 
xâsellemenc des (bnâions ic \ 8c de conftanRs. Or cène 

lome fêparée, paifque F ëc F nt renfermcnc plus d*autre 
variable que \. 

Par exemple^ fifavots y^dx-^y^xdy -*- t«' dyssso; 
<pl eft homogène , & dont le nombre in dîmenfions 

eft 3 ; je divlferois par x^ , ^ j'aurois — ^— - d x ^^ 

X 

à ^ .1 dy '+' i dy :=3 o ^ ùàSknt donc -^ 

y xdy^^ydr 
± =s -^ . j'aurois àf je sa — =— ^^ ^— ; fnbftitaant dans 

L'équation propolee» il vient X^dy — y\di -«- \^dy 

^^ b dy =s o ; d'od je tire s=a — î — î— • dont 

Fintégrale ed ly =: i/Cit^-f-i) -t- /C, qui donne 

y s=s r ( 1 î* + "*) ^ ou ^4 s» C* ( 1 ^» -H t), ou enfin 

jf* = C* f j— 4- ^ J , en remettant pour { , (a va- 

142. 11 ferolt donc avantageux de pouvoir 
rendre les équations homogènes. On n'a pas de 
méthode générale pour cela. Il faut avoir recours 
aux transformations* Celles qui peuvent promettre 
quelque fuccès , confiilent à ^;aler une des variables^ 
ou une Tonâion de cette variable^ ou même une 
fonâlon des deux ^ à une fonâion d^lne nouvelt» 

Miv 
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variable avec des expofans indéterminés* ^On dé- 
termine eo/ulce CCS expqfans, par la condition que 
1 équation transformée foit homogène. 

Par exemple, fi je Teux chercher des cas où l'^quadon 
ax'^d:» -♦- by'^x'idy -f- cy^dy = o â laquelle on 
pc\ic réduire toute équation â trois ternies » £ je veux , 
dis- je , chercher des cas .oi\ elle puiilè devenir homo- 
gène, je Ferai a: = 5* j alors j'aurai tfAç"* •♦•*'^i j^ 
j^ ij« :[^^ dy -#- cy dy = 0. Or, il faut , pour que 
celle ci foit homogène , que l'on ait k = qh '^ n^ 

& k = m A ■+• A — I , d'oii Ton tire A = 



m — ^-f- 1 



J 



& k =: -«■ ; ainfî, Qi les expofans k y ,q ^ 

Vf & R .font tels que ce:te dernière équation ait lieu; on 
pourra rendre l'équation homogène , & par conféquenc 
Réparer. 

Di^s Quantités & des Fquations différenciclles 
du fécond j troifièmCy &c. ordre. 

143. La liberté que l'on a (19) de prendre 
pour condante^ dans une diflférenciation ^ Tune 
quelconque des différences premières , peut contri- 
bu«r dans beaucoup de cas , à faciliter Tintégration. 
Mais comme il peut arriver que lors de la diffé- 
renciation, on ait fait confiante, la différencielle 
qui n*eft pas la plus propre à faciliter l'intégration 
ii faut commencer par montrer comment on peut 
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ramener une équation diiFéreticîelIe dans laquelle on 
a fuppofé telle ou telle diiTérence confiante , à une 
autre où il n'y en ait plus aucune de confiante ; 
on fera le maître enfuite de fuppofer confiante, 
celle que Ton voudra. 

Soit donc Âdx^ -h Bdxdy -+- Cdy^ -+- D dâyrano^ 
Tcquacion à deux variables & ï différences fécondes, dans 
laquelle la première différence dx d'une des variables a 
Clé fuppofée conftance. Après avoir divifi cette équation 

par dx^ on l'écrira ainfi, Adx ^ Bdy -^ Cdy^ ^ 

dx 

^ ^ \ dx ) ~ ° ' ^"^ ^^ en cfFet la même . parce 
que tant qu'on fuppofe dx confiant, d ( ^"^ \ eft 

^ ^ ""Tjê — • ^^" ^ ^'^^ "^ ^e"' Pl^ que dx foit 
«onflao:. alors. (-iL) ^J^^y^^ , ,,^„^.^^ 

fe change donc en Adx -k- B dy J^ ^^^^ ■ -f, 

dx 
n f dxddy — dyddx \ 

V J^JI ] ^^^ ° ' <^*"5 laquelle il n'y a plus 

aucune différence confiante. 

Soit Adx^ + Bdx^dy'\' Cdy-" dx-^Ddf-^Edxddy 
-^Fdyddy ^Gd^y = o, réquation à différences troifiè- 
mes, dx étant toujours confiant. 

On divifcra par Ja:*, & l'on aura Adx -h -S^y-f^. 
£^ ,, dy^ -ddy .^dyddy ^ d^ y 
dx dx^ dx dx dx dx* • 

Cdy^ 

que l'on pourra écrire ajafî, Adx '^ £dy ^^ ~ -H 

% dx ■ 
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¥ 

rf X» \7d7j ^' d* i \dx ) 

I 

^ ^ Iv ""^7 — J ^ V "7 — ) 1 = ® > * fittfaint tout yuier dan» 

«es difierendatioDS indiquées, 0!i aA|a l'équatioa od il n'y 
aura plus de difléreocielle conftante* 

Appliquons cela à aa exenple. Soit dx^ iy ^^ dy^ =s 
aixddy'^xdxddy^ dans laquelle on aie fuppofô dx 
confiant ^ on ne voit pas , foc le champ , comment 
cette équatioa pourroic être intégrée ; mais fi nous ren- 

dons dx Tariable, en écrivant dxdy — — ; — s=s 

dx 

(^adx + xdx)d f~j— ) y sUors nous pouvons, daas 

cette différenciation indiquée^ prendre dy pour confiante, 

dy^ 
ic nous aurons dxdy — — -z — =— C^ijc -^ xdx) 

dx 

dyddx" 
— i- , qui, en réduifant, devient dx^ 4- xddx -4- 

a ddx — - dy*" = o ^ dont l'intégrale , ainfi qu'il ell atS de le 
voir, cft xdx'^ adx — ydy^hCdys^o^ en ajoutant 
une co^ftante Cdy de même ordre qiie l'intégrale. Cette 
équation étant intégrée de nouveau , donne 1 «* -t- 4 « — jy» 
^Cy^C'srzo. 

144. La règle que nous avons donnée ( 123 ) 
pour intégrer les quantités différencielles à plufieurs 
variables s'appliqus aux quantités dîfférencieUes 
idx, ddy, d^x, d^y, &c* comme autant dç 
variables différentes. 

Ainû , fi l'on propofoit d'intégrer x^y^ddy -ft 
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'%x^yiy^'^ ( iJc*y •*-}>'* 5ç*) ixiy 4- %y*xix^^ 
dans laquelle dx eft fuppofè conihmt ; j'intégreroit 
d'abord en regardant ddy (èule comme variable^ ft fau- 
rois x^ j^ d y. J'en prends donc la diffiSrencielle qui eil 
3 5:*'y* dxdy '^ t x^jf dy^ + ^^J^ddy^ que je retranche 
de la propofife; il me refte t x^ydxdy «4- ay^xdxm 
J'intègre en regardant y (éule comme variable; il me 
vient x^y^dx^ Je diffirencie cette quantité» & je re- 
tranche du premier relie ^ la diSérencielle %x^ydydm 
H- %x^y*dx que me donùe cette différenciation; comme 
il ne relie rien, j'en conclus que Tinfégrale de la quan* 
tîté propolée cft x^y^dy -f- x^y^dx •+-. Cdx^ en 

;^joutant nne confiante Cdx de même ordre que l'intégrale. 



« • 



i^y. Quant aux équations difTérencîelles , on 
les intégrera de même , lorfqu'elles feront int^ 
grables dans Tétat ou elles feront propçfées ; ce que 
Ton reconnoîtra fi en procédant à Tintégratlon ^ 
comme il vient d*étre dit » le dernier relie eft zéro. 

JMais fi le dernier refle n'étolt pas zéro, il 
ne faudroit pas , pour les équations , en conclure 
quMles ne font pas intégrables. Comme on ne 
change rien h une égalité , en multipliant ou di« 
vlfant les deux membres par une mcme quantité ^ 
il peut fe faire qu'il y ait une quantité qui mul- 
tipliant ainfi 1 équation la rende intégrable. 

La recherche générale de ce faâeur eft un 
objet dont nous ne pouvons nous occuper ici. 
On parvient à le trouver dans plufieurs cas afleis 



.i88 Cours' 

étendus^ mais* nous nous bornerons a donner fuf 
un cas qui fe renconcre aflez fouvcnt dans plufiearSî 
queftions Phyfico-mathématiques , une idée de 
la manière dont on doit procéder dans cette 
recherche. Il s'agit des équations de cette forme, 
ddy -4- adydx ••+' by dx^ H- Xdx^ = o 
ou d^ y^\^ a ddy dx -^b dy d x^ -+• cydx^ -Jh 
Xdx^ = 9, ou en général , d^y H- ad^^^ y dx 
^- bd'^ — ^ydx "h.^.mydx^ -+- Xdx^ = O, 
dans lefquelles J:f e(l fuppoféconftant. â, &,Cy &c. 
étant des coëfficîens conftans , & X une fondion 
quelconque de X. • 

Toutes ces équations deviennent intégrables par 

►la multiplication par un fafteur compofé de'jt & 

de confiantes ; voici comment on trouve ce fa<5leur. 

, Prenons l'équation ddy •f- adydx -f- bydx^ -f- 
^dx*=^o, on dccompofera le terme adydx en deux 
autres kdydx^(a-^k)dydx^ & Ion aura l'cquadon 
ddy^kdydx-hCii — k) dy dx-^bydx' -^Xdx^ = o. 
On fuppofera que k c;anc une confiance indéterminée ^ 
il ne mancjue à Tct^uation pour être intégMblc , cjue d'être mal- 
tîpl/ée" par un fdi^cur P , qui foie une fonôion de x ôc de 

. confiantes. 

Cela pofé , réquaîion P dd y -t- Phdydx -f- 
P(a'^k)dydx 4- P h y d x"^ .-¥- P Xdx^ = o, doic 
donc , par la fappofîrion , être intégrablc. Je Técris ain(î » 
Vddy -^ Pkdxdy -h [PC a^kjdy + Pbydx -+- 
P Xdx] dx T=zo. 
Or la x:ondi:ion que cctrs cqua:îon Coït intégraWc > exige 
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^ ê 

( iiS ) que les crois équations fuivantes aient lieu» 
dP __ djPk dx) , 

' ~Ty Td'y > 

dP diP(a- ^h^dy^ P byix-\-'P Xdx-\ 

dx ddy y 

^ d(Pkd x) _ d[PCa'^k)dy'^'Pbydx'^PXdx] ; 

dx dy y 

or la première équation ^onne o = o , par la fuppofîtioii 

que /* & Jt ne renferment ni y ni dy. La féconde ,* 

dP 
par la même fBppofirion , donne — — x= P ( ^ — jt) , • 

& la troifîeme donne ■ = 7^3, ou feulement* 

dx 

kdP 
' ssz P b ^ puifque k eft fuppofée une confiante» t 

tt X 

dP ' 
Tirant de chacune de ces équations la valeur de — tj— ^ 

dP , dp hdx 
on a — - =*z(a^k)dx, Se — p— = j^ J 

égalant ces deux valeurs, on a â — k =s —7—, °"; 

kk — ak 'h b = o. On aura donc k par une équadon 
du fécond degré , c*eft-à-dîre , qu'on aura deux valeurs" 

de k* ReprcTentons ces deux valeurs par m Se m!\ on 

dP hdx . 

aura donc, 1®. — ;; — = _ « par conlequenc 

P m y 

log, P=s ou P = e '« ;réquation IP^Jj^-t-^c.:, 

b X bx . t 



deviendra donc d dy ê ^ '•hmdydxe"^ 

bx ' bx bx 



( a^^m)dydxt « +hydx^e ^ ^'JCdx^'e m ssoji 
Pour procéder â l'intégration, je prends >^d*'abord (^144 > 3 

rincégrale da ternie d4yc » \ en regardant d4y-Ç^ 
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comme variable; 6l fù dye "^ * Difiereociaôc ic tttmxi* 
cbant àc réqoajtion , on a pour refie . . a • • « • ^ 



m 

hm 



Xix^t " .MaislVquadon&lb— at-|-^=s6^qufD'effaUitre 

• y 

diole qae moi -it- tf m «f- ^ =; o, donne a -«. — «lé 

• m 

m s= Oy on a donc pour, la quantité qui relie â intégrer j 

** *» *jf 

miyixC^ '^bydx^ e^u H--Aii«*«"";r*» Prenons «-en 

l'intégrale en regardant y féale conune variable ^ & noas 

aorons mydxe "^ pour le (ècond terme dé rintégrale* 
DUfirenciant êc retranchant du premier refte , il refte 

Xdx^t " » dont notti repré(ènterons généralement 

riatégrale par dxfXdx^e * , qui ne renfermant 
qu'une variable, ne dépend que des méthodes du calcul 

â use feule variable; ainfi Kniégrale tù dye " H- 

mydxe " +^*/^^*' - ::^C,oudy+mydx^ 

Àxt m j^xdxt '^ =zCe " ; mais comme U n'y 
a pas de railbn qui détermine i employer une valeur 
de k plutôt que l'autre » en employant la iècondo que 
nous avons repréfeniée par m\ nous aurons également 

** htt km - h» 

dy^m'ydx^ixt^'^ fXdxt~'^^^at''^^ 
ca repréfeatant par C la conftasce qui répond i l'int^ratioa 
que Inppofe la nouvelle valeur ai' de â. 
Sgalant to 4cqx valeuis de dy^^ donnent <m 
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2euz équations , on' en conclara eufia ••••••••«••••• 



146. Si Té^uation étoit du troifîème ordre ^ oa 
%y prendroit d'une manière femblable. 

Par ezeinple , fi on avoir S y 4« a i i y dx •^ 
bdydx^ -f- cydx^ -f. X d x^ = ©» on écrirok 
a y H- kddydx H- (a ^^k) ddy dx -^ V dydx^ 
-H (h^V)dydx^'\^cydx^'^ Xd x* sâ: o, 
{ & i^' étant inconnnes, mais conftantes, 8e on fiippô- 
(êroit qu'il ne manque i cette éqaadon, pour être inté- 
grable^ que d'être multipliée par ou fkâeor P qui ne 
renferme que des x 8c des confiantes; c'efi-à-dire, oa 
fuppo£èroit que Tëquation P d^ y -f* P k d d y d x -f- 
p(a'^k)ddydx'^Fk'dydx^ + P(h^k')dydx*+ 
P cy d\x^ + P Xdx^ s= o. eft intifgrable. Donnam 

à cette équation la forme fuivante.. ••••••••• ••••• 

Pd^y+Pkdxddy'i'[F(a'^k)ddy'^Pk'dydx]xdx 
+ [P{h —k')dydx H- Pcydx"^ -f- PXdx^]dK= o. 
la condition qu'elle eft imégrable , donneroh (i*B) Sx équa» 
lions, qui par la fuppofîtion que Ton a fiiite pour k, V 
êc P, fe rédujroient à trois; & Téquation finale doaoerotc 
pour k trois valeurs, & trois valeurs corre^ûdantes pour 
k' Se potu: P. Ce qui, en imitant le procédé ci-deflus, 
donneroit trois équations en j, x, d^y dy Se ddj. 
Eliminant donc ddy Se dy^ on aurott la valiuc' finie dm 
y en X Se cçafiaufees. 

1 47. On voit à prêtent ce qu'i^ y zmok i faire 
pour les degrés fupérieurs. 



ipi Cours 

La même méthode s'appliqueroit s'il y. avoit ur 
plus grand nombre de variables qui ne pafTafTenc 
pas le premier degré , & qui rie fuflent multipliées 
ni entr'elles, ni par quelqu'une des différencielles 
àp ces variables, fi ce neft par la différencklle 
qui eft fuppofée confiante. 

Par exemple y fi on a?oît les deux équations adiy -f. 
hàd\ H- cdydx-^ ed\dx -h fy dx^ '^ gldx^ ^i 
JTdx* = o,, & a' diy -h h'ddi -h c'dydx-^t'didx-^ 
fydx^ -+-^ î^x* -H -X^' dx* = o. 

On commenceroic par les ramener à une feule en ajourant 
la première avec la féconde multipliée par un coefficient 
indéterminé & confiant q. Puis dans Téquaiion totale , oa 
partagera le terme où entre dy & celui oà entre di eu 
deux parties y comme il a é:é fait ci-dcITus ; enfin on 
multjplierojt par un ^^eur fuppofé une fonâion de x & de 
confiantes. 

148. Nous terminerons ce qui regarde les 
équations diiFérencielles , en obfervant que lorfque 
dans une équation à deux variables il manque une 
des deux variables finies, on peut toujours la 
ramener aux différences de l'ordre immédiatement 
au-deffuS) & cela en égalant la différence première 
d'une des variables à la différence de la féconde 
multipliée par iine nouvelle variable. 

ddy dy* 

Pat exemple, fi j'avois à intégrer -^ v' ( 1 4- -r-- )== 

dy dx*' 

(ay -^ h)dx^ dans laquelle dx tft fuppofZe confiante > 
jk où il manque la variable jr ; je fcrois dy =s pdx ; 

j'aurois 
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j'aaroii ddy ss-d^dx, & pai conCqnenh > > . . > ; ,^ 

F F 

^ (^ay -f- h) iyi do&t le fëconJ mcmbfe sllitigre algAci- 
qnemeni , Se le prcmkt , ca partie âlg^briqnctnent & en parde 
pu loganchtnet, en icndau V(i ^fj''} aùaum\ f ^afiit 
et tfaii iti&t (iir}< 




Mùmîqui. t ?âTU {f 



in^îs^s^^s^'i^^^!^^^^^^*^^»^^" ^ _ 

fj^ ™ ^^ ^ ^^ yf" ^. ^S ^K .^R ^W. ^^ .^^ ^t .fli ^R ^, ^ ^ ^R, 7^ ^^, ^ ^(^ ^V ^\ ?" ^ ^K '*'• Y'j\ 

^/\ ^ ^'n /''* r^ /*v r'K P'k P's ^\ 7^ 7^ /K P^ ?^ /K ^*% »*\ P*N jfi *AV 



PRINCIPES 

GÉNÉRAUX 

DELA 

MÉCANIQUE. 



*mmmt 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



249« Oo US le 



4p. vj o V s le noin de Mécanique , nous eom** 
prenons là fcîence du Mouvement» & celle de 
l'Equilibre; 

il y a du mouyetnent dans un corps ^ lorfque 
ce corps j du quelques - unes de Tes parties, font 
tranfportées d'un Heu en un autre. 

Un corps 5 ou TalTemblage de pluCeurs parties 
ma/erielles , ne peut de lui * même fe mettre ea 
mouvementé U ne peut être mu que par use caufe ^ 
fans laquelle il peut , d^ailleurs , exiiler. 

Cette caufe , telle qu'elle foit , qui eft capable 

N ij 
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de mouvoir un corps , eft ce que nous appelions 
ï^orct ou Puijfance. 

L'équilibre , etl Tétat d'un corps ou d'un aflTeni* 
blage o,u Syjlèmc de corps ^ qui eft follicité par 
pluHeurs forces dont les effets font détruits par 
quelques obfiacles y ou fe détruîfent mutuellement. 

Le repos , eft Tétac d'un corps donc les parties , 
non-feulement ne font point déplacées, mais ne 
font pas même follicitées par aucune force. 

Pour établir les principes du mouvement & de 
l'équilibre, nous imaginerons, d'abord, qu'il nexifte 
ri^ autre chofe dans la Nature que les corps donc 
nous parlerons , & les forces que nous leur fuppofe*^ 
rons appliquées. 

Ainfi nous regarderons d'abord les corps comme 
non pefans, comaus parfaitement libres ; nous fup- 
poferons que ni l'air , ni la pefanteur , ni le frotfê- 
ment, ni tout autre obftacle n'exiftent. 

Nous aurons , enfuite, égard à ces obftacles ; mais 
pour mefurer leurs effets , il faut commencer par 
examiner les chofes , dans cet état de (implicite. 

jjo. Ces fuppofiiions faites, il eft clair que 
fi \m corps a reçu du mouvement par une caufo 
quelconque , il doit perfévérer dans cet état de 
mouvement , fans aucune altération ni augmenta- 
tion 9 fans aucun détour , tant que la même ou une 
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Bouvelle force n'agira pas fur lui. En effet , nous 
venons de dire qu un eorps ne peut fe donner du 
mouvement ; il ne peut donc s*en ôter , puifque 
ce feroit s en donner en fens contraire^ d'ailleurs 
nous fuppofons qu'il n'exifte aucun obftacle. 

Ainfî le mouvement eft naturellement égal ou 
uniforme, & reâilign^. Examinons donc d'abord 
ks propriétés de ce inpuvement, 

Du Mouvement uniforme^ 

I jx. Le mouvement uniforme efl donc celui d'ut> 
corps qui fe meut toujours de la même manière ; c'ef^- 
à-dire y qui parcourt toujours 1q même efpaçe dans 
le même intervalle de temps^ 

Pour comparer les mouvemens de depx corps 
qui fe meuvent uniformément, il faut conOdérer 
refpace que chacun dqcrit dans un même tem^s 
déterminé , comme d^une minute , d'une féconde. &c^ 
Cet efpace eft cq^ qu'ti^n appelle la vitejfe^ 

i;'2. La vîtefle d*un corps eft donc, à propre- 
ment parler,, Tefpace que ce corps peut décrira 
uniformément dan» un temps dcterminé^ que aous 
appejjpns l^iinité de temps. 

Aif^fi). flapis. les . mouvemens uniformes àt d'eux corps, & 
l'on compte Iç temps en feconcfes , Se que l'un parcoure f pic^Ts 
oartrcçondc^ & faucre f pieds^ par. fecpiide^ jV dirai que 1a 

Niii 
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viteflê Ja premier c(ï Je s pieds y & celle du (êcond de ^ piedsf 
Mais iï^ en prenaac coa/ours la féconde, pour anité de tetops^ 
OB nie dilbû qu'un corps a parcouru loo pieds en cinq (e- 
coa^^j 'co pieds n'exprimeroienc pas la vîceilè ; mais je vois 
qu'a chaque féconde , Il en parcourrolt le cinquième , ou iQ 
pieds ; c'eft-â-dire , que pour avoir la vîcelTe , je divife le nombre 
loo , des panies de refpace parcouru , par le npmbre 5 des unités 
^e cenips qui fe (ont ^coulées. 

153. Donc, en général, la i^UeJfe ejl égale à 
Vefpacç dit^ifé par le temps; ceft-i-dire, en nom- 
mant V la vîtefTe, £ l'efpace parcouru pendant un . 

JE 

temps marqué par T, on a généralement K= -~i 

c'eft un des principes fondamentaux de la Méca- 
nique. 

JE ' 

1/4. L-équatîon J^t=--— , donne non^feulq- 

pient la mefure de la vîtefTe, mais encore celle . 
de Tefpace & du temps. En effet, (1 l-qn regarda 
fucceflivement E ic T comme inconnues , on aura 

r» 

par les règles ordinaires de TAlgcbre , T = —— 

& £ =ç FT. AinG, pour avoir U temps ^ il faut 
divifer Vefpace par la vîtejfe s &* powr avoir fefpace , 
il faut multiplier la vitejfe par le temps. 

Au refte, fi nous employons ici des caraâères 
glgcbrîques , ce n*eft pas qu'ils foient nécefTaire^ 
pour faciliter rintclligencc de ces premièr<îs vériccs. 
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Mais Ils font utiles poijr foulager la mémoire. On 
voit en effet par cet exemple ^ que le premier 
principe étant une fois dans la mémoire, on peut 
toujours facilement retrouver les deux autres , en 
appliquant les règles ordinaires à ce premier pria* 
cipe traduit algébriquement. 

1^^.' Il eft donc facile miaintenant de comparer 
les mouvemens uniformes de deux, ou d'un plus 
grand nombre de corps. 

Par eiexnple, fî Ton me demande dans qad rapport Ton; 
les viccffes de deux corps , qui décrivent àts efpaces connus 
fi 9c €^ dans des cemps connus 7 & c , re(pcôlvemcnt. En 
nommant ^ & u les viteflTes de^ ces deux corps ^ faurai F =2 

y & if == — ( 1 ^3 ); donc y \ u \ \ — - : — ; c'cft- 

4 4ire « que Us vîuffis font comme les efpaces ilvîfe's par^ 
les temps» 

En un mot , qu'il s'agifTe de comparer les vîtefTes ^ 
ou les efpaces , ou les tepips, le principe que nous 

« 

venons détablir (i J3) donnera l-expreflion de cha-*^ 
cune de ces chofes , pour chaque corps ; il n y aur^ 
donc qu'à comparer ces expreilions, 

par exemple , fi je yeux comparer les eipaces ; ce principe; 

£ 

me «tonne F sas ~- , d'où je tire J? = ^T; donc po. v 

le (ècond corps , j'aurai pareillement e zi ut; donc E : e i : 
yj : ut; c'eft-à-dirc, <{M9 les ejpof es fonf. comme les. vtcd^U 
miMfli^pfir les. ^mfs^ 
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jf6. De ce$ trois cbofe^^ Teipacp, le feqap^ 
pc la vitefle , (î Ton veut en comparer demp » lorfr 
que la troifième ^ft l^ sn^e pour chaque corps; , 
il ny a qu'à chercher, de même^ Texpireflion de 
f:ett^ troifième ^ pour chaque corps , tf é^çx ces 
^eux expreflions* 

Par exemple , fi je reax &yoir quel eft le fappon ^es e(^ 
eaces quand les yiceilès (bm les mimes , f ai ^ s -*. — if, 

|e S3 — ; ^opc puifqti'on fiippofe f^ ss u. qn a > =r 

-^^ ou j?< sss <T, a'où l'on tire £ : « : : T : r; c^cft- 
à* dire 9 qu'J vùeffts égales^ hs tfpacts fon^ çofnmt Us 

On trouvera de même^ gu'^ /«n^j ^T"^» ff^ tjf aces font 
fomme les vùeffis ; êc que /^oiir ^«^ deux corps décrivent 
le mémf efpace , il faut que leurs yittjfes foient récipro^iu^ 
^m propprnov^Ues aux temps. En effet «on a JE ss F^T 
& e = ui; donc fi JE = tf , on a VT :;;;«/: d'oà Ton 
tli9 J^i fi ; : g : T. 

m • 9 * 

Aio^ 9 le (èul principe F* ae , donne le moyen dç 

çç^mparer ^utes les circonflances des mouTcmen; iniforpits. 

f),es Forces ^ & <k la quantité 4i 

Mouvement. 

117. La (biqoiç des pacties matérielles doq( ut) 
€9rp? Çft ççnipofé, eft'çe qu'on appelle fa ma/e^ 
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8)ais dans Tu (âge que nous ferons de ce mot^ nous 
entendrons le nonibre qui exprime de convbien 
de parties matérielles le corps eft çompofé, 

La force, ainfi que nous Tavons déjà dit, eft 
h caufe qui meut ^ ou tend à mouvoir un corps. 

Comme les forces ne nous intéreiTent que par 
leurs effets , ce n'eft que par \t% effets dont ellef 
font capables , que nous devons les mefurer. Or 
Feffet d^une force efl de faire pafTer dans chaque 
particule ipaté^ielle d^un cof ps > une certain^ vîteCe* 
Ponc (î toutes les parties reçoivent la même 
vîteffe , comme nous le fuppoferons îd , l'effet dp 
la cauf^ motrice a pour mefure la viteffe multipliée 
par le nombre des parties matérielles du corps ^^ 
c'eft-à dire , par la maffe. Donc la force fk mefure 
par la yîtcjè quelle peut imprimer à une majfe connue^ 
multipliée pax cette mç^jje» 

ij8. Le produis de la inaffe d^un corps j» par 
fa vîtefTe» s'appelle la quantité de mouvement de ce 
corps. Les forces [i mejurem donc par la quantité 
de mouvement qutlles font capables de produire^ 

Ainfi, fi nous défîgnons ce produic par f^ h niaflc p^ 
JH, & la vircflc par F^ nous aurons F ^=i MV» 

Cette équation donne f^ = ^-^ , & M = , gui 

Ipnt Toîr !• <jue ^nnoijjuint la force motrice (Tun corps &. 
fa rnaJTc , on fcura quçUe yîteffi il dpit avo^r y en dîvifap^ 
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Id foret motrice par la maffe» i». Que tonnoijfant la force 
motrice & la vîteffe ^ onfoura quelle eft la majfe qui peut 
avoir cette vtteffe & cettç force motrice , en divîfaru la force 
motrice par la vfteffe. 

Mais il ne fiut pas perdre de vue, que ce que nous en«* 
tendons ici par F, ou par la force motiice, c'cft Teffeç donc 
cil capable la caufe qui engendre le mouvement. C*e(t cec ef&c 
feul qu'on peut faire entrer, & qu'on a befoin de faire emrcc 
dans le calcul. 

I (p. Donc fi f marque la force motrice d'une autre matK? 

m , & u la vîtefle de cette maflè , on aura de même 

/= m«; donc F zf: : M^i mu; c'cft-à-dire^ que 

les forces motrices font comn^e les majpts multipliées par les 

vttejjes* 

Et fi dp ckacuDC des deux équations F =3 MV^ 9c 
/*== muy on cire les valeurs de Jb/ & de m, puis celle 
de VU, de u , on aura le rapport des maflès , par celui 
des forces & des viccfles , & celui ^ç,% vîcciïes , par les forces 
^ les maiTesj d'od l'on conclura i* qu'J maffes égales, les 
forces motrices fom comme les vîteffes ; i* qu'a viteffes égales 
les forces motrices font comme les maffes ; j* & qu'enfin 
fi les forces motrices font égales , les vîteffis font en taifon 
inverfo des majfes ; ce que l'on trouvera facilement en éga- 
lant fiiccelTivement la valeur de ^ â celle de m , ceUç de 
y à celle de M , & enfin celle de F à celle de /y l'équa- 
tion réfultante , réduite & convertie en proportion , démoQtre 
^cune dç ces propoficions. 

Remarque. 
l^Of La m^ffç ou le lioinbrç dç? partie? a)«fî 
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rielles d'un corps , dépend de fon volume & de 

ce qu'on appelle fa denjîté» Comme l^s corps font 

pénétrés d'un très-grand nombre de vides qu'on 

appelle pores ^ leur quantité de matière n*eft pas 

proportionnelle à leur volume ; mais fous le même 

volume il y a d^autant plys de matière que les parties 

font plus ferrées ; & ceil cette plus ou moins grande 

proximité des parties qu'on appelle dtnjîté ; enforte 

qu'on dit, un tel corps eft plus dmfi qu'un tel 

autre corps y lorfcju'à volume égal il renferme plu$ 

jde matière que ce dernier. On dit au contraire 

qu'il eft moins àgnfi ou plus r^rc^ lorfqu'à volumç 

égal il renferme moins de matière. 

La denfité fert donc a juger du nombre de^ 
parties matérielles , lorfque' le volume eft connu : 
aind on peut regarder la denGté comme repré- 
fentant le nombre des parties matérielles d'un vo« 
Ijume détçrminé ; quan4 on dit l'or oft 19 fois aufli 
denfe que l'eau , cela veut dire l'or contient 19 fois 
autant de parties c^ue l'eau , dans un même efpace. 
En fe repréfentant la denfîté comme exprimant 
le nombre des parties matérielles d'un volume dé- 
terminé q^e l'on prend pour unité de volume j il 
eft clair que pour avoir la maffe, ou le nombre 
(otal des parties matérielles d'un corps dont le 
volume eft connu j^ il fai^t multiplier la denfité par 
Iç volume. 
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Par exemple ^ fi la dendcé d'un pouce cube d'or eft repré' 
(ènc^ par 19 j la quantité de matiète de 10 pouces cubes 
d'or, fera 10 fols 1^. Ainfi , repréfentjint généralement la maflc 
pfLî M ^ le volume ou U Tolidlcé par «f & la denfité par J7, 
on aura ^ = «9 x P ; ps^r où il fera facile de comparer 
)és maflès , les volumes & les dendtés des corps. 

Nous verrons dans peu^ que les mafTes des 
corps font proportionnelles à leur poids i ainfi , 
dans Tufage » on pourra fubAUuer Iç poids \ U 
malTe, 

J?« Mouvemens uniformément accélérés. 

l6i. Un corps qui n'a reçu qu'une impulGon» 
perfévère dans fon mouvement avec la même 
vîtefTe, & dans la même direâion qu'il a euq 
au premier inftant. C ^yo). Mai$ s'il vient à re« 
cevoir une nouvelle impulfton dans le même fens ^ 
ou en fens contraire de la première, il fe meut 
alors y avec une vîtefTe égale à la fomme ou à la 
différence des deux vîcelTes qu'il a reçues fucceili^ 
vement ; cela eft évident. 

Donc (i Ton conçoit qu'à des intervalles de 
temps déterminés 9 le corps reçoive de nouvelles 
impulfions, dans le morne fens, ou en fens con-< 
traire de la première, il fera mu d'un mouvement 
vaxii ou inégal ; fa vîtefle (era différente au çQm"i 
(uçnçemept de çliac][ue intçrv^Ilç dç tempt; 
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Quoi qu'il en foit , fa vitefle au bout d'un 
temps quelconque doit s'eftimer par l^efpace qu'il 
feroit alors capable dei décrire pendant lunité d& 
temps $ Çt fon mouvement deveaott uniforme i 
compter de Tinftant où Ton confidère cette vîteflfe. 

On appelle en général Force accélératrice y toute 
force qui agit fur un mobile pottr Satire varier fon 
mouvements Lorfqu'à des intervalles de temps 
égaux ^ elle agit également» on l'appelle /arce accé* 
lératrice conftantt , ou force retardatrice confiante ^ 
félon quelle tend à augmenter ou à diminuer la 
vîtefle aâuelle du mobile. 

Examinons préfentement les drconftances dil 
mouvement uniformément accéléré. 

162. Puifque dans ce mouvement 5 la force 
accélératrice agit toujours de la même manière » 
(î l'on fuppofe que g foit la viteflfe qu'elle com« 
xnunique , à chaque unité de temps ; il eft clair 
que les viteffes fuccei&ves du mobile feront g » 2g ^ 
S g S enforte • qu'après un noitibi^ d'unités de 
temps marqué par r , la vîteffe acquife fera g pris 
autant de fois qu'il y. a d'unités dans r; c'eftà-dire^ 
fera g x r ou g r. 

1(^5. Donc i^ dans le mouvement unifotr 
mement accéléré » les nombres de degrés de vitefle 
que le mobî[^ acquiert 9 croi/Teat comme le^ 
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nombres d intervalles pendant lefquels dure te 
mouvement ; ce que l'on exprime, eff difant: Les 
tUeJfes acquijcs font comme les temps écoulés depuii 
le commencement du mouvement. 

' Aînfi , fi Ton appelle u la vîtefTe que le mobile 
a acquîfe au bout du temps t^on z u z=2 g ti 

^. Les vîtefles que le mobile fe trouve avoir 
fuccefCvëment pendant la durée de chacun des 
. intervalles confécutifs ^ forment donc une progref* 
Con arithmétique —g, 2g, 5g, &c. dont le 
dernier terme efl g r ou u , & dont le nombre des 
termes ed t , c'eft à-dire , efl marqué par le nombre 
Aq^ aâions de la force accélératrice. 

3**. Et puifque ces vîtefles g^ xg^ &c. ne font 
autre chofe , chacune ^ que Tcfpace que le mobile 
peut décrire pendant rintervallecorrefpondant(i ji\ 
Tefpace total décrit pendant le temps t ^ fera donc 
la fomme des termes de cette progreflioii arith- 
métique i c*eft-à dire {Alg.. 171 ) > ^^^^ ^^^^ exprimé 

par (g -4- tt) X — î— . Donc fi Ton notnme é 
cet e(pace total parcouru depuis le commiencemetit 
du mouvement , on aura e ^=i {g -^^ u) — , 



164. Concevons maintenant, que la force 
accélératrice agit fans interruption , ou , ce qui re- 
vient au même , concevons que le temps t foit 
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partagé en une infinité de parties infîninsent petites 
que nous appellerons des inftants ; & qu'à la naif- 
fance ou à la fin de chaque infiant ^ la force accé« 
lératrice donne une impulfion au mobile. Concevons 
de plus quelle agit par degrés infiniment petite 
Alors g étant infiniment petite par rapport à u ^ on 

doit dans l'équation ess (g ^,u) —, omettre 



g, fc Ton a (implement e 



1 

ut 



xtfy. Cela yo(é , imaginons^ qu'au bout du 
temps t , lit force accélératrice ceiTe d'agir ; le corps 
(ijo) pçr révérera donc dans fon mouvement avec 
la viteiTe u qu'il aura acquife^ cefl-à-dlre, qu'i 
chaque unité de temps , il décrira un efpace ==: u 
(ICI); donc s'il continuoit de fe mouvoir avec 
cette même vî'teife pendant le temps r , il décriroit 
un efpace s=z u x t , c*eft-à«dire ^ le double de 

celui e ou -^ qu'il a décrit (164) dans un temps 

égal 9 par Tadion fucceffive de la force accélératricae» 
Donc dans U mouvement uniformément & conti'' 
nuellement accéléré y Vejpace décrit , pendant un certain 
temps, eft la moitié de celui que le mobile peut 
décrire dans un temps égal , avec la vîtejfe aeqaife ^ 
gontinuét uniformément. . 



Mm*4 >« kr^ 



^Ç6. Pwfquf Xl'^i) Tes vîtcfles Icquifés crôîC- 
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(tnt comme \t% tecnps écoulés ^ fi Ton appelle f 
la viteiTe acquifè au boui? d'une fécondé ; alors la 
vice/Te acquife ^ après un nombre t de fécondes , 

ferap t ; stinC on aura utsÀpu L'équatioiù e =^ — . 
troiivfe cî-defTus, deviendra donc é==:^« Donc 

fi Ion repréfente par E^ nti autfe efpace décrit 
de la m'ême manière pendant un autre temps T^ 

on aura de même £à^ — ; d'od Tonî conclura 

e : E : : Zil .• ZZZ- : : tt i TT; ce qui 

nou^ apjM'énd que Us efpaces parcourus d^kn.moâ^ 
ytrhcnt uniformèmtiii & càntinutlkmznt accéléré ^ fohi 
tommé Us quarrés des temps t 

i6j. Et piilfqué ( 163 ) les vîteffcs font daâs 
ié rapport des temps , Us tfpacts font donc âuj^ 
dans U rapport des quàrrés des vîtejfes. 

2<Sf8. Donc Us vîtejfes & Us temps, fini comme 
les racines quatrées des efpdces patcourut depuis U 
commencement du mouvement» 

i6si. Tout cela s'applique également au3t moh- 
vemens uniformément retardés» pourvu que, par 
les teoipsy on emende ceux qui reftént à s'écôûIer 
]ufqu à réxtinâîon de là vîteflè ; & que par les 
efpaces » on entende ceux qui reltêàt à décrire 
|ufqu'à rexdn^oa de la viteflt. 
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^ !t70« Dans réquation e =s ^ — que nous avons 

trouvée ci-defTus ( i(^5 ) , la quantité p par laquelle 
nous avons entendu la Vîtefllé que la force accé* 
lératrîce eft capable d*engendrer par (on aôion 
lucceflive pendaht titie féconde de temps , eflce 
que nous appellerons la font accélératrice ; parce 
que nous devonfc juger de cette jforce pat 1 effet 
qu^elle eft capable de produire danj le mobile « 
dans un temps déterminé ; effet qui n'eft aUtre que 
de lui codiffluniqùer une certaine vîteiîè* 

Du Mouvement libre des Corps pejatiSk 

17 t. Cell i TeTpèce At mouvement que nous 
Ve&onï dé cônCdérer ^ qu'on doit rapporter le inou-* . 
vement des corps pefans« Mais avant d'appliquer i 
é^t objet » la théorie que nous venons d'éxpoferi' 
il eft à propoi dt faire tonhottre quelques faits 
tOncernaUt la Pe(anteuré 

' Ge que âoUs enténdoris par Fefahteui:^ c^eft kà 
fojrce qui illicite les corps i defcendfe fuiv^iit 
des li^te verticaleA ôto petpéndiculaites à la fuir» 
lace des eaux. Si la Terre ^ ou fi là fur&ce des 
eaux étoit parÊdtémebt fphéHqud, lé^ direâîons 
de la peianteur concourroieilt toutes an centre» 
Mais quoique cette futface ne foit pas parfaitement 
fphérique , elle s'en éloigne peti ; en forte que^ pour 

Uéçâfiifu^hfart. Q 



iio C o V s s \ r 

les objets que nous %^oiis à traiter » nous pouvons 
regarder^ fans aucune erreur feniible^ les direcr 
tions de la pefaoteur , cooime concourant au centre 
de la Terre. 

Nous avons dcja eu occafion {Géom. 358) de 
dire que le rayon de la Terre, conGdérée comme 
fphérîque, eft de ip505'48o pieds. De-là il eft aifé 
^ecpnclurQ qu^il faut, fur la furface de la Terre, 
une étendue de i j toifes & j pour répondre i un 
angle d'une féconde au centre de la Terre. Âinfî, 
dans une machine qui auroit 16 toifes de longueur , 
il ne s en faudroit que d'un as\f le d'une féconde^ que 
les direâlons de la pefanteur , aux deux extrémités , 
lie fuŒbnt parallèles. Donc^ dans «n ntémê; Uw-y on 
peut rzgardîr Us dirtSiom de la pefanteur comme ffiz 
nUèUs^ 
• Quant à la gr^deur de cet^ force ^ à parler 

ngoureuremeQty.:eU€f. eft -dj^^rente à di£férente$ 

• ■ 

diilances de l'Equateur , &.â diiférens «loign^men^ 
do çeture de la Terre» Mail le&iqu^nti^s 4ûntj»lle 
diffère^ par les difTérenl^s. diftaoces. 0^ l'on peut 
ctre de TËquateur « ibot tcèsrDetites , & ne nous; 
importent en aucune içanière , .:ppur le pré&nt. J\ 
en eft de même des 4i^ifHix^s qu'elle, iuhit. i 
mefure qu on s'oigne du centre 4p Ja Tei^fe; «elleji 
ne peuvent être fenfii^^çs que par des changemçof 
de di^ançe beaucoup plu^i çon&dérabks que^^e fop| 



1 
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)es hauteurs auxquelles nous pouvons nous élever^ 
bu les profondeurs auxquelles nous pouvons def- 
cendre; ainfi , nous regarderons ici la pefahteur 
comme une fotce qui eft par-tout la même « c eft-àr 
dire ^ qui foUicite les corps à defcendre d'une même 
(quantité dads un même temps; 

li faut çoxifidérer cette force comme agiffaet ^ & 
agiflant également à chaque infiant^ fur chaque partie. 
de la matière^ Or il eft clair que fi chacune des 
parties d'un corps reçoit la même vîteiTe^ la tota* 
lité ne fera mue qu'avec la xsAm^ vîteife que re- 
cevroit une feule des parties détachée de la mafle j 
en forte que la viteilè que la pefaiiteur imprimé 
à une maife quelconque » ne dépend point de la 
grandeur de cette mafle ^ elle eft la même pour une 
l^ire mafte que pour une grande. Il eft vrai ce:; 
pendant, que nous ne vo}rons pas tous les cprps, 
tomber d une xmme liauteur dans le même temps ; 
inais cette différence eft Teifet de la réfiftance d^ 
l'air > ainfi que nous 1^ verrons par Ja fuitd ; aufli 
loirfqu'on laide tomber dçs corps da^as un efpace 
vide d'air y dbferve-t-09 que à^s cprps très-di£é' 
rws en wafle^ tombent néanmoins d'une nieme 
hauteiir idans le même temps. 

Il faut biep diftiuguer id^ eni^e l'effet de la. 
pefanteur 9c celui du poids. li'e&t de la pefanteur 
eft de £ùre paff^l: <>tt de tendre à faire paiTer dans 

O ij 
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chaque partie de la matière une certaine vîteflè ^ '^ 
qui eft abfolument indépendante du nombre de^ 
parties matérielles. Mais le poids eft égal à refiFort 
que Ton doit exercer , pour empêcher qu'une maife 
propofée n'obéilTe à fa pefatlteun Or cet effort 
dépend de deux chofes ; favoir , de la vlteife que 
la pefanteur tend à imprimer à chaque partie , & 
du nombre de parties qu'elle anime ou qu elle tend 
à animer. Mais coiftme la vîteffe que la pefanteuf 
tend à imprimer , cfl: la même pour chaque partie 
de la matière » Teffort que Ton a à exercer, eft 
proportionnel au nombre des parties de la matière , 
c'eft-t-dire , à la mafTe. Àinfi le poids dépend de 
la majfe ^&la pefanteur nen dépend nullemmu Cette 
bbfervation , fur le poids des corps ^ établit ce 
que nous avons avancé ( i do) , favoir , que la maflè 
eft proportionnelle au poids. 

172. Après ces éclairciffemens fur la pefanteur» 
venons aux loix du mouvement des corps pefans. 

Puifque la pefanteur agit également , & (ans in- 
terruption , à quelque diftance que le corps fe 
trouve de la furface de la Terre , ( du moins pouf 
les diftances auxquelles nous pouvons nous élever) 
la pefanteur eft donc une force accélératrice conf- 
iante, qui» à chaque ihftant , fait paifer dans le 
mobile un nouveau degré de vîteffe , qui eft tou- 
jours le même pour chaque ioftant égal ; en forte 
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^ue ( 1(^3 & fui^*) les vîtefle$ acquifes augmentent 
comme Iqs temps écoulés ; les efpaces parcourus font 
comme les quarrés des temps ^^ ou comme les quarrés 
des viteiTes; les vîteiTes font comme les racines 
quarrées des efpaces parcourus ; les temps font auffil 
comme les racines quarrées des efpaces parcourus: 
en un mot. tout ce que nous avons dit des fqr^ 
ces accélératrices confiantes p s'applique littérale- 
ment à la pefanteun Bien entendu que , dans tout 
ceci 9 nous faifons abflraâion de la rédftance de 
TaiiT & de tout autre obftacle. 

Il ne s'agit donc , pour pouvoir déterminer les 
temps , les efpaces Se les. vîteflfes dans le ^mouve- 
ment des corps graves ^ que de connoître un feul 
effet ce la pefanteur dans un temps déterminé. Car 

les équations u:=p t^cs» i_^^ nous mettront en 

état de déterminer tous ces objets , dès (^u une fois 
nous faurons la valeur de p«. 

Rappelons-ixous donc que par p {i66), npul 
avons entendu la vitelle que le mobi)e acquiert au 
bout d'une féconde de temps» Qr on fait par eK- 
pénence,(& nous verrons p^r la fuite , comment 
on la trouvé ) qu un corps à qui l^air ne fait point 

de réCftance fenfible, tombe dé ir pieds & ~ . 

OU plus exaâement^ de ijp^o^^ dans la premi^t^ 
(eConde de. fa cHute^ 
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■ D'ailleurs nous avons vu C i<S/ ) qu^avec la vîtcff» 
acquife par une fuite d'accélération$9 le motnle poui> 
roit décrire d'un moûvemeht uniforme , un efpace 
double , dans le même temps. Donc la vîteiTe qu un 
corps pefant a acquis au bout de la première fe* 
conde de fa chute » eft telle que fi la pefanteur 
cefToit d*agir » il décriroit lé double de i ^ pieds 
& 7j , c'eft-à-dire 30 P, a à chaque féconde. Donc 

y = 30,2. 

17 j. Maintenant 9 1 équation usspt, ^ Téquar 
^îon c =s ^i-, nous font voir; la première^ que 

pour avtoîr la vîteffe qu'un corps pefant a acquife 
après être tombé pendant un nombre t de fécondes ^ 
il faut multiplier celle qu il acquiert pendant la pre- 
mière féconde» pi^r çç nombre t de fecqndes. 

Donc, lorfquun corps pefam^ejl tambi pendant un 
nombre quelconque de fécondes , la vit^e quil a ac- 
quife , eji telle que fi la pefanteur ceffoit d'agir , il 
décriroit f p::r chaque féconde^ autant de fois ^op,2 

qu'il s'ejl écoulé de fécondes^ 

Ainfi , un corps qai a employé 7 (ècondes â tomber , (è 
meut au bout de 7 Càtonàes avec une viteflè i parcourir Icpc 
fois XQ^yi ou iii pîçds & f par féconde 9 bas auçunç nour 
yelle accélération. 



174/ La féconde équation e s= -^ = {pt*^ 
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.^faic-'voûr qu^four avoir refpace e du la hauteur é 
ileot fiB eof p» pe&Qt. tombo dans un nombre t de 
Sec^n^s^ il faut multiplier f p , c eft-ù-'dke , la 
;<lva^té dont fl tonqibe dans la première féconde^ 
^a multiplier.» dis-}e> par le quarré du nombre des 
fécondes. 

« - * 

Doiic la Ké^iiteur dont un cvrps ptfant tombe pen-^ 
iûnt.nnnomhre t it ficonia ^ efl d'autant de fois 
1 y pieds Êr -î^ , qu^il y a d^unités dans le quarré dt 
ce nombre de fécondes* 

Aînfî quand un cotps a employa 7 (ècondes à tomber , on 
'^uc écit aflfuré qall eft tombé de quarante-neuf fois 15?, x 
c'eft-â-dire, it 740 pieds à très-peu près; en fuppolànt toi^- 
jours que la rtfiîftance de Tair n'aie pas lieu. On voit donc » 
qae quand on connoît le temps écoulé, rien n'eft plus aifê qu« 
de déterminer la tîeeflè âcquife 8c Teipace parcouru. 

177. Sillon veut favoir combien de temps un 
corps emploieroità tomber d'une hauteur connue; 

l'équation e:=:^p î% donne <* =3 — - , & par con- 

iP 

féquent t = ^Z" ^J— ; c*eft-à-dire , qu'il faut chi^f* 

cher combien cette hauteur e contient de. fois la 
hauteur 7 p dont un corps pefant tombe dans la 
.la première féconde, & tirer la racine quarrée de 
ce nombre de fois. 

a, ' . . . • 

I7(J. Veut-on' favoîr de quelle Hauteur un corJ4 
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pefant devrait tomber pour acquérir une vttefTo 
co.iiue; çeft-à*dire^ une vîtêfle à parcourir uni* 
formement un cçrtain nombre de piedi par fécondé. 
jAlor; dç Téquation u sss p i ^ |e tire la valeur de 

^ qui efl: r es J!L; je la fubftitue dans Téquatioq 

P 

e=f/^rS-&faîe=^j;X J!l« JL, qui mV 

prend que pour connoitre la haut^r e imt un corps 
pefànt itvroit tomber pour acquérir une vUtfft u A^M 
certain nombre de pieds par féconde > il faut dh^ifer 
le quarré ^e ce nombre de pieds ^ par le double dt 
la vîttfft qu'un corps pefant (^quiert au bout de l0 
fremièrc fiçonde ; ceft-à-iire , par <Jo,^ 

Ainfi, fi je yeux (àvpir dç qqçUe hauteur fu ccm pe&uc 
devroic tomber pour acquérir use TÎteflè de too pieds psgr 
fecoD^, je divife le qaané de xopsc'eft-à-dire^ xoooo,par 
^P»^; le quoûeqt t6% f- m'apprend qu'un corps dnic coqiberde 
2^5 pieds ^y pour acquérir ^e T}tefle ^e loo pie<)s pac fy 
çonde^ 

Il eft évident qu'on fe con^uiroit 4^ mén^e , pour 
déterminer à quelle hauteur montera un corps je>é 
verticalement ayeç une vltefle connue^ 

177. Coramç on peut, ainfi qu'tsin le voit par 
ces exemples , déterminer bellement toutes les cir« 
confiances du mouvement des corps pefans , c'eft 
4 ces mouvemens qu'^Q rapport^ Iç pin; çoQipu^ 
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filment tous les. autres inouvemens; en forte que 
fouvent au lieu de donner immédiatement la vitefle 
d'un corps 9 on donne la hauteur d'où il auroit dû 
tomber pour acqpérir cette vîtefTe y par Taâion de 
la pefanteur* Nous aurons ocçafion d'en voir de$ 
exemples, ^ 

Obfervons donc pour récapituler ^ que toutes 
les circonftznces du mouvement accéléré , & par 
çpnféquçnt du mouvement des corps graves » font 
çomprifes dans les deux équations u ^ssp t^t^sss^p ^s 
en forte que p éf^pt connu , dè$ que Ton con^ 
lioîtra Tune de ces trois chofes^ le temp$j le^ 
pace ^ la vîtefTç ^ on pçyt toujours trouver let 
deux autres ^ fpit immédiatement par l'une ou l'autre 
de ces deux équations , foit par le concours de$ 
deux 9 combinées çompe n(Hi$ venons de le fairf 

jDes Mouvemens varies de quelque 
manière que ce foit^ 

\^%. Lorfque le mobilç eft foumis à l'aâioa 
d^unç force qui agit fur lui fans interruption y mais 
d'une manière différente à chaque infiant , le mou- 
vement s'appelle» en général^ mûui/cment varié. 
Qa a de^ çyçm^ple^ de mouvement varié dans I9 
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aâion continuée Se toujours égale. Dans l'équatîoa 
du:=ipdt^ on doit entendre la même cbofe. Mais 
il fjut obferver que la force accélératrice étant 
fuppofée variable , la quantité p qui repréfente la 
viteflTe qu'elle feroit capable d'engendrer fi elle 
agiflfoit comme force accélératrice conftante pen- 
dant une féconde, cette quantité p eft différente 
pour tous les in dans du mouvement. En effet, on 
conçoit aifément que lorfque la force accélératrice 
devient plus petite , la vîteife qu'elle feroit capable 
d'engendrer dans ^ une féconde , par fon aâion ac- 
tuelle répétée également pendant chaque inftant de 
cette féconde , doit être plus petite , & nce vtrfa. 

182. Les deux équations ie=tfir>9 iu^=^pit^ 
peuvent en fournir une troifième que Ton emploie 
encore avec avantage \ la voici^ 

De l'équation dt=:udt, on tire i t = -^ ^ 

fubftituant cette valeur dans l'équation d u =/ dt ^ 
on a , toute réduâion faite , p de=iudué 

283. Remarquons, que dans le raifonnement 
par lequel nous fommes parvenus à l'équation 
dussspdt (180), nous avons regardé la vîteffe 
comme croiffante, Si elle alloit en diminuant, \l 
faudroit (21), au lieu de d«, mettre — du; eo 
forte que les deux équations d u = p d t ^ $ 
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fde:=siudu doivent être écrites ainfi . . • . « 
Hh du szspdt. Se pdt = ± udu ^ le figne fu- 
périeur étant pour le mouvement accéléré ; & 1& 
figne inférieur, pour le mouvement retardé. 

184. U y a une quatrième équation qu'on petit 
déduire des deux équations fondamentales , & qu'il 
ne faut pas omettre^ la voici. 

L'équation dt =s u d t , donne u e=s _;£- 1 

donc du=zd [— ^V Subftituant cette valeur dans 

\ ^i J 

Téquation p i I = Hh du^onzpdtss ±^ dÇ^^^ 

Si Ton fuppofe ( comme on en eft bien le maître) 
que d t foit •confiant ,on 2l pdts=s •±. _f-L ^ 

ou pdt^ s=: ±2 dde. Mais il faut bien fe fou- 
venir que Téquation pdi^szx^dde fuppofe d t 
confiant. Lorfqu'on fait dt variable, on emploie 

réquatîon pdt:=±:d (-^). 

Nous aurons plus d'une occafion d'appliquer 
Qtilement ces formules. Mais ne perdons pas de 
vue que la quantité p qu'elles renferment , repré^ 
fente , pour chaque ioflant , h vîteflè que la force 
accélératrice iêreit capable de faire naître dans le 
mobile, dans un intervalle de temps connu , comme 
d'une féconde, fî pendant celte féconde elle agilToifC 
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comme force accélératrice confiante; en forte (Jiiéi 
comme cette quantité /ymefure, pour chaque inftant, 
Teffet dont la force accélélatrice eft capable , noUs 
lui donnerons ^ pour abréger ^ le nom de fùrc9 
accélératrice. 

De t Équilibré entre des forces direcUment 

oppojees^ 

iSj. Nous venons de conCdérer le mouvement 
que doit avoir un corps fournis à Taâion d'une 
fcTrce c|ut agit fur lui ^ toujours fuivant une même 
direâion. Mais nous n^avons pas encore fait men« 
tîon de la manière dont le mouvement paflfe dans 
\fi mobile. C'eft un objet qu'il n'eft pas mcMnd 
important d'examiner) mai$ comme les loix die I4 
communication du mouvement p dépendent de 
celles de l'équilibre » ainfi que nous le verrons par 
la fuite 9 il faut commencer par nous occuper de 
celles-ci. Il n'eft queftlon 5 pour le préfent , que de 
l'équilibre entre des forces dixeâement oppofiSes. 

Nous repréfenterons les forces ^ alnfî que nous 
l'avons déjà dit ^ par les effets qu elles font capables 
4e produire ^ (f^ft-^i-dîre » chaqune , jsiar la quantité 
4e mouvement dVne mafle déterminât* Mais pour 
ne peint embrtifler tcop d'objets à-Ia-fois^ nous 
^pnOdérerons ces ms^es comme réduites chacun^ 
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i un feul point, auquel ^ par la penfée^nous attrip 
huerons la méipe quantité de matière qu'au corps 
dont il tiendra lieu. Nous verrons» parla fuite ^ 
qu il y a , en effet, dans tous les corps , un point 
par lequel le inouvement fe tranfmet, comme fi 
toute la maile y étoit concentrée. Au furplus^ 
nous considérerons les coipsOufqua ce que nous 
avertirions ^u contraire ) comme compofés de 
parties abfolument dures & liées* les unes aux autres 
de manière à ne pouvoir changer leurs fituation^ 
refpeâives , par Taâion d aucune force. 

iS6. Cela pofé » concevons (j%, 27) deux 
inalTes M fie m ; la première » mue de A vers C 
avec une vUeflfe Vs 1^ féconde » mue de C vers A ^ 
avec une vîteffe u ; lorlque ces deux maffes vien- 
dront à fe rencontrer 9 elle £e feront équilibra fi la 
quantité de mouvement de M eft égale à celle 
de m s ceft-à-dîre ( ij'S), û My^ssmu. 

£n effet , il eft d abord évident que fi M tfi 
égal à m ^ fie qu en même temps les deux vkeflèji 
V 6c u foient égales, il y aura équilibre ^ car 
alqrs la n^me r^fon '^e Ion donn^roit pour 
prouver que Af doit 1 emporter fur m , prouveroi^ 
guflî que m doit l'emporter fur M^ puisque toui 
eft égal de part & d*aucre« 
. Suppofons préfentçment que M kft iwblg 
de m; mais ^u'ep mêfoe temp^ u eft daubk 
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de y s que, par exemple, M parcoure tin pied 
par féconde , & m deux pieds par (èconde- U eft 
clair que je puis confidérer M comme compofé 
de deux mafles égales à m ; & qu'à rmftant dd 
choc je puis me repréfenter le corps m comme 
animé d'uâe vîtefTe d'un pied par féconde^ i la* 
quelle on ajoute dans le même inftarft une autre 
▼îteiTe d'un pied par féconde^ Alors je puis me 
repréfenter que dans le choc » la mafle m cofffuma 
une de fes vîtefles contre une pareille portion de 
la maflfe M; de fon autre vîteffe contre la portion 
égale & reftante de la made Mi 

Maititenant^ fi au lieu de fuppofer les maflèt 
M & m y dans le rapport de 2 ài, & au contraire 
leurs vitefTes dans le rapport de 1 i 2 ^ oit les fup« 
pofoic dans tdut autre rapport, on voit qu'on 
pourroit toujours fuppofer la plus grande maffe 
décompofée en un certain nombre de maffes égales 
à la plus petite , dont chacune détrttit dans la plus 
petite utle vîtelTe égale à la fienne , en forte qu'otf 
peut établir comme général , le principe fuivant. 

Prikcips fondamental. DeuAT corps qui 
agijfent Vun fur Vautre y fuhant da lignes dircSe^^ 
trient oppofée$, fe faut équilibre^ lorfque leurs quan^ 
tités de fMui^ement font égales s ceR-^i'dîrc , lorfque 
le produit de la malTe de l'un , par la vîtede avec 
laquelle il tend à fe mauvoir , eft ^gal au produit 

de la 



i>E MAtiitMAtifi^i^ËSi aâf 

d% la mafTe dô flutfe f^at là titelTâ a^ec laquelle 
il tend au0î à fe mouvoir. 

Cette propoution a lieu généralement ^ folt qu^l 
è^agllTe de deux corps qui marchent librement au^ 
devant Tun âiè l'aiiife , foit qu'ail fbit qdeftidn dé 
deux corps qui fe pouffent à Taide d'une ligne M m 
irinexible èc (ans maife; foit enfin qu^iIs fe tifené 
en (cHs contraires , à l^aide d*un fil inextenfîklè Mnii 
£t récl]proquement 9 fi deux corps fe foht équilibre^ 
oh doit conclure qUe leurs mouvemens (ont diréc-* 
tÀiiènt oppofés, & (Jue leurs quantités de nlouve^ 
ment font égales» 

187» Donc fi ttois^ ou (in plus gjirarrd Aombtë 
de corps M,» m, m', &c. (/g. 28 ) qui fe meuvent 
ou tendent à fe mouvoir fur une mêmeUgiie^ avec 
des vîcefie^ V^ u, \J ^ fe font équilibre; ii faut qùi# 
la fomme ^% quantités de mouvement de.eeu^ 
qui agilTent dans u^n fens^ foit égale i la fomnitf 
dés quantités de mouvement cie ceux qui agiiTené 
en fens contraire. 

f 

Car s^ih fe (bnc ë^uilibfe i an peut tdujdttK dippoCtf 
que JU Se m allanc du même Cctis t iH détruit Une paAie' ' 
du mouvemenc de m', ft que M détruit l'autre/ Ot S 
Vcta noAme a la ^tceflè que m' perd pat rtfâibor dé m / 
6q^. aura m'x pour la quancité de mouvemem qu^l pefif 
^tf cette même aâioa; on aiita donc tàû iàt m! X'i âr 
toffs M n'aïutf donc phis â déuaire dsns n^ que la' q«a#- 
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Kilt de mouTcmcDC rcftance ; (avoir, m' k' — - tn'jc ; OA tura 
donc M y = m' u' — m' * } ou à .caufe que m' x^mu^ 
oQ aura M T s=z m* u' — m u ; c'cft-â-dire ^ M F -^ 
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Du Mouvement compofé. 

lS8. Nous fuppoferons encore que les maifes 
auxquelles feront appliquées les forces dont nous 
allons parler 5 font concentrées en un point. 

On appelle mouvement compofé^ celui que prend 
un corps (bllicité en même temps, par plufieurs 
forces qui ont telles direôions qu'on voudra. 

Si un corps M mu fuivant la ligne droite jiB 
{jig. 2p) reçoit, lorfquil e(b arrivé ou point M 
une impulfion fuivant une ligne Afl> perpendi- 
culaire à la, ligne AB; cette impulfion ne peut pro- 
duire d'autre e^ que de l'écarter de la ligne AB; 
elle ne peut ni augmentes ni diminuer la vîteffe 
qu'il avoit pous^ s'éloigner de C D ^ perpendiculai- 
rement i cejtte ligne* , 

Ea^^t, la direûion CD é»nc perpendiculaire ii A B , 
il n'y a aucuoe raifq,a pour que la fOircQ qui agic fuivanr 
CÙr^ pipdui/Q; ua efièc pUit^ i. la. dr<Mie qu!a la gauche 
do ccuc Ugnfi; ^ comiae eUç< qp peut en prodaire det 
dquxcdcés à ia.foîs,» elle a'ca. prpdoira donc ni de Tua 
Hd^ Taiitce. 

J^e r4il9nQiQin(SMreAc l^* inêiiie» fi l'qa fuppo&uqac le corp0 
Mi étant mu fuivant Ci>, vient â.tee £Mppd^ fuivant 
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MB ; cette dernière force n'ajoutera ni n'ôtera rien \ 
la Titefle avec laquelle le corps M tendoit i s'cloîgner 
de MB. 

i8p, Peincipe fondamental. Si itux 
fprcûs F y Q (fig- 5^) ^^^^ ^^^ dirtS-ions font 
un angle droite agiffent au ntéme infant fur un 
mobile M ^ que la force Q foie ulle , que far fort 
aSion inftantanée fur le mobile , elle puijfe feule lui 
faire parcourir MB dans un temps déterminé comme 
£um féconde ; &• la force P , telle quelle puijfe feule 
lui faire parcourir M D dans l& même temps ; ;> 
dis que par VaSion comptée de ces deux forces , le 
mobile M décrira , dans le mime temps ^ la dia^' 
gonale ME du parallélogramme D M B E qui d 
pour cités ces mimes lignes MB, MD. 

Puifque les deux fotces agifTent au même Inftant 
fur le mobile , on peut fuppqtTer qu'il étoit en mou- 
vement fur la ligne PD, & qu'au moment où il 
arrive au point M, la force Q perpendiculaire à 
P D , vient agir fur lui ; or félon ce qui vîtnt 
d'être dit ( x88 ) cette force Q ne peut ni augmenter 
ni ralentir la vitçfle qu'il avolt pour s'éloigner dç 
Q B y donc fi par le point D on tire D E parallèle 
à MB, il faudra qu'au bout d'une féconde il f^ 
trouve fur quelque point de la ligne DE dont tou$ 
les points font éloignés de QB^ d'une quantité 
égale k MD. 
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Or le mcme raiibnnement que nous faîfons pouf 
la force P à Tégard de la force Q , s'applique mot 
à mot à la force Q par rapport à la force P; 
donc fî par le point B on tire B E parallèle à 
P D , le corps doit , au bout d*une féconde , fe 
trouver fur quelque point de B E. Mais il n'y a 
que le point E qui foît tout-à-la- fois fur DE & 
fur B E ; donc le mobile^ au bout d'une féconde, 
fera en E. 

Il eft d'ailleurs évident (lyo) que quelque route 
que le mobile prenne par Taâion inflantanée des 
deux forces, elle doit être une ligne droite; puifque 
dès qu elles ont agi , le mobile eft abandonné à lui- 
même ; donc puifque cette route doit paiTer par 
Af & par £, elle doit être ME, c eft-à-dire , la 
diagonale du parallélogramme D MB E. 

Ajoutons que le mobile décrit ME d'un mou- 
vement uniforme, puifqu'immédiatement après l'ac- 
tion compofée des deux forces , il eft abandonne 
a lui-même. (ijo). 

ipo. Puifque les deux forces P Se Q agiffant 
conjointement fur le mobile, n*ont d'autre effet 
que de lui faire décrire la diagonale ME ; concluons 
donc l^ qu'à deux forces dont les direâîons font 
un angle droit, on peut toujours enfubftituer une 
feule , pourvu que celle-ci puiffe faire parcourir aur 
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mobile , la diagonale d'un parallélogramme reC'^ 
tangle, dont les côtés feroient déctîts dans le 
même temps chacun féparément par Tadion de la 
force dont 11 eft la direâron. 
• La force unique ME qui réfultc de Taélion Aq% 
deux forces MB ^ MD, s'appelle la réfultante dt 
ces deux forces. 

Comme les lignes MB y JW D , rcpréfentcnt les 
effets dont les forces Q de P font capables fépa- 
rément, & ME celui dont elles font capables 
conjointement, on peut regarder M 5" , AfD , ME 
comme repréfentant ces forces elles-mêmes. 
. 2^. On pourra donc auflî confidérer une force 
unique quelconqite ME y comme étant le réfultat 
de deux autres forces MB, Af D, dont les direc- 
tions feroient entr'elles un angle droit , pourvu que 
celle-là étant repréfentée par la diagonale ME, ces 
deux-ci le foîent par les côtés MB^ M D d'un 
même parallélogramme redan^le. On pourra donc 
à la force unique ME ^ fubflituer les deux forces 
MB & MD; puifquen effet ces deux forces ner 
produîroient que ME^ 

ip-r. En géhéfat , quelque angle que faffint 
entrelles Us dirigions its deux forces P & Qr 
(fig, 31 & 32) qui agijfent en mê^e temps fur 
un mobiU M j et mobih àéçrim la diagonale M 



230 C ^ U R i 

Au parallélogramme D M fi £ , dont ta côtés niâf* 
quent fur Us àirtSions de ces forces, les ^ets dont 
çlUs font * capables fépàrément y & il décrira cette 
diagonale^ dans le mime temps que par VaShn dt 
fune quelconque de ces deux forces, il elU décrit le 
toté qui repréfente cette dernière force, 

£n effets concevons que par le point M, on 
ni^ne I^^JlfJf perpendiculaire à la diagonale Af£; 
& que par les points 2> & J3 on mène les lignes 
DF^ BH parallèles » & les lignes DG^BI per* 
pendiculaires à cette même diagonale. Au lieu de 
la force P repréfentée par MD diagonale du 
parallélogramme ceâangle FMGD, on peut 
(ipo) prendre les deux forces MF Se M G. 
ipar la même raifon ; on peut , au lieu de la force Q 
rçpréfcntée par la diagonale Jlf B du parallélogramme 
reâaDgte MHBI, prendre les deux forces M H 
^ M h On peut donc , aixx deux forces P & Q , 
(ubftituer les quatre forces AfF,Af G, MH, Mlf 
èC' celles-ci ne peuvent manquer davpîr la même 
réfultante que ces deux-là* Or de ces quatre forces , 
les deux MH, MF, ne contribifenç en rien à la 
réfultante » parce qu'elles agi(r<int fuivan( des dn-ec- 
lions oppofées , & qu elles font égales. En effet » 
il efl aifé de voir que l^s deif x triangles DGMt 
£ IR font égaux » pa^ la nature du parallélogtatppiç ' 
^ijnç pQ^BIi donc ?i|fli ^F:=MHi 
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Quant aux dé^i forces MI, MG, comme 
elles font dirigées fuivant une même lignis , Tèëët 
i^\ lAi réfultb , doit êtrte U fomiile dès deux effets 
MGy MI (fig. 31), parce que Ces forées agîflent 
dans le même fens ; & doit être leur différence 
(Jig. 32), parce qu*eHc$ agiflènt en (ttM contraires. 
Mais puifqué le triahgtef Ifi èft égài au triàngta 
DGM; on à (j?g. 31 ) MI ^ M G à=^ MI^ 
El =^ MEi ic {fig. 32) MI ^ MC db, 
MI -^^ El ààÊ MË\ donc les quatre forces 
MF^ M H, MG, MI9 & par conféquent les 
deux forces MD, MB y n'6nt d'autre effet que 
la force ME repréfentée par la diagonale du pa- 
rallélogramme DMbEy ddnt les deux côtés 
MB y MD repréfentent les deux forces Q^tc P. 

ip2. Nous avons, dans ce qui précède» repré* 
fente les deux forces P & Q [fig. 30 , 3 1 & 3 îî > 
par les lignes MD , MB qu'elles feroient capables* 
de faire décrire dans un méitie t^ifaps^ au mobile M^ 
c'eft- à-dire, par les vîtefles qu'elles peuvent lui com- 
muniquer, quoique 9 félon ce que nous avons dit 
(ijS) la mefure véritable des forces j doit être la 
quantité de mouvement qu'elles font capables de 
produire. Mais comme les quantités de mouvement 
( 15*9 ) font dans le rapport des vîteffes, quand la 
maff^ eft la même , aînfi que dans le cas préfent ; 
en peut toujours prendre , comme nous l'avons 

P h 
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fait, les yiiefCçs Af-D, MB, pqur repréfentcr cc$ 

M^js fî au lieu d avq» immédUtement les vîteiG^f 
.que le^ deux fqrces P & Q peuvent engendrer 
(laps Ig mobile Af , pn avoit les quantité de moy- 
^«iment qu'elle^ peuvent produire dans des malT^s 
fonnqes, alors qn prendrqît AiD 6c Affij^dans 
}e capport de' ces quantités de tnquvement. P^r 
.f^^eptiple , fi je ne conooiiTois les forces P 5c Q, 
qt\e paf ce çaraâèr^ ; quç la iorce P efl; capable 
^^eogendrer yne vîtelTe connue u , d^ns une m^e 
connue m ; & que la for^re Q eft capbTe den- 
.gendrer une vîtefTe connue uf , dans, une maflfe 
fonnuQ mfs alors je prendrais MD : MB\i mu 
\ mf uf. Car » felqn ce que nqus venons de voie , 
.|1 faut prendre MD : MB dans le rapport des 
'jîîçefïèfi qu^ ces deux forces peuvent imprimer ^u 
piobile Af i or la première étant capable d engendrer 
la quantité de mouv^ent m a , eft capable de 

^annci; au mobile M la vîteflTeJÏJL. (iy8) ; par 

la même raifon, la féconde ^ ou la force Q eft 

capable de donner au mobile M ^ la vîteffè 






il ikudroit donc prendre MD : MB : : 7" . 

çfiet , feire MDiM^ dan?. Iç Jcaport dç5 qu|au-v 
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tîtés de mouvement qui mefurent les forces |'|^ Q» 
Cette réflexion eft utile pour comparer les effets 

de différentes forces appliquées à différens mobiles- 
La propofition générale que nous venons de 

démontrer (ipi),eft d'une très-grande utilité; 

prefque tout ce que nous dirons par la fuite ;^ n^en 

fera qu'une application, 

193. On voit donc qu'il efl abfolument Indifférent 
^e regardçr un corps comme follicité par Tadion 
combinée des deux forces MBj MD {fig. 3 iGr 32) , 
fjui fqnt çntr'çlles tel î^ngle qu'on voudra, ou de le re- 
garder comme follicité par Tadion uniqi^e de la force 
fepréfentée par la diagonale ME. 

Et réciproquement , il revient abfo.lyiment au 
même , de çonfidérer un corps comme follicité par 
une force unique Af £, ou de le çonfidérer comme 
follicité en même temps par deux forces qui feroient 
repréfentées par les côtés d^un parallélogramme ,j 
dont celle-là feroît la diagonale. Par exemple ^ qu*un 
torps parvienne (le M en E , par un mouvement 
•uniforme , en une feconde de temps ; ou bien qu*il 
fe meuve fur la ligne MB , de manlcre à la par- 
courir dans une féconde de temps , 6ç qu'en mêm,e 
temps cette ligne folt tranfportée parallèlement ^ 
çlle-mcme le long de Af D, & qu'elle parcoure 
]^i D au$ daps unç féconde, le corps dans ci? 
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fécond mouvement fe trouvera également ne décrire 
autre chofe que la ligne ME. 

i^^. Les deux forces MB, MD fc rencon- 
trant au point M^ font néccffairement dans un 
inén>e plan {Céom. 177). Puis dbnc qu'elles ont 
pour réfultante la diagonale ME, qui eft dans le 
plan du parallélogramme^ on peut dire générale* 
ment , que deux forces qui fe rencontrent , font to^t- 
jours dans un mîmt flan avec leur réfultante^ 

De ta Compojîdon & de la Decampo/idcm 

des Forces^ 

l^%. Non-feu!ement on peut, par lo principe 
que nous venons d*expofer, réduire à une feule j, 
deux forces c^ui concourent , & décompofer une 
force en deux antres \ mais on peut ^ en général y 
rdduîre à une feule force , tant d'autres forces que 
Tan voudra , lorfqu^cUes font dans un mcme plai^^^ 
0« lorfqu*elles fe rencontrent toutes en un mcme 
point. Et réciproquement j^ on peut décompofer 
une ou plufîwrs forces ^^ en tel autrç nombre de 
forces que Ton voudra* 

i^C Nfals avant de faire voir comment on y 
parvient 4 il faut obferver que lorfqu'une force P> 

(/fi* 33 ) ^^t ^^^ ^^ cci^P^ * f^i^ P^^"^ i^ pouffer 4 
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foit pour le tirer 9 il importe peu à quel point d« 
la direâion de cette force » on fuppofa que foâ 
aâion foit appliquée. • 

Par exemple y c'eft îa même chofc , qnc là force P lîrc le 
torps C par le point P à l'aide d'une verge inflexible & fans 
mailêy ou d'une SI inextenfible & làns malTe^ e'eft la même 
chofe, dis- je, qu'elle le tire par le peine P ou qu'elle 
le tire par le point A y ou par le point B » ou par là 
point C, ou qu'elle le pouffe par tout autre point D lié avet 
ce corps. Tant que font adion s'exercera fuivant la mêm» 
direction , elle aura toujours le même efku La diftance ne 
peut influer qu'autant que l'aâion de la puiilânce fe tranfmettrolc 
à Vzldc dtf quelque inOrument , comme levier on corde , dont 
)a maflfe partageroit l'adion de la puiflance ; ce que nous 
excluons ici^ 

Aînfi , C deux forces P 8c Q (Jig. 54 ) dirigées 
dans un même plan, fuivant les lignes i4Q, BP, 
tirent ou pouffent un corps par les deux points 
A ic B 5 ce corps n*eft pas autrement follicité qu*il 
le feroit , fi les deux forces le tirolent toutes deux 
par leur point de concours I, en reftant toujours 
dirigées de la même manière* 

Cela pofé, venons à la comppdtion & à la 
décompodcion des forces. 

ïp7. Suppofons quatre forces P, Q, B, S 
fjfflf» Jf) dirigées fuivant les lignes OP, «^Q* 
^ fl^ TS^ toutes d^nj^un m^ême plam Trolongeons 
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4*abofc!, par la penfée, la diredion PO, {ufqu'à 
ce qu'elle rencontre -4 Q , au point -4; & fuppofant 
qtHeAD, A E [ont les efpaces que les deux forces 
P Se (l pourroient refpeaivement faire décrire à 
un même mobile, daqs uQ temps détermine, 
comme d'une féconde; (i Ton forme le paraJIélo* 
gramme AEID, h diagonale AI repréfentera 
(ipi) lefFort réfultahÉ des deux forces P & Q, 
& pourra par conféc^uent tenir lieu de ces deux 
forces. 

Concevons maintenant que AI prolongée ren- 
contre en B la direâion BR de la force R^ Se 
ayant .pris BM égale kAI, fi Ton prend BF 
pour refpace que la force R efl: capable de faire 
décrire er\ une féconde, au mcme mobile que ci- 
deffas} alor$ fuppofant la força -4 /appliquée euB; 
puifque cette force eft repréfentée par B M z=^j4If 
de fon concours d'adion avec la force iî ^ il réful- 
tcra une force unique repréfentée par la diagonale 
JiG in parallélogramme BMGF-y cette force 
tiendra donc lieu de la force li Se de h force A Ii 
c*eft-à-dire , tiendra lieu des trois forces R yQScP. 

Enfin concevons que BG prolongée rencontra 
en C, la direftion TS de la force 5; & fkifons 
CK = BG; fuppofons que CH repréfente 
Tefpace que la force S peut faire décrire dans une 
(iconde, au .ncme mobile que ci-deijusi Hqt.^ 
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concevant la force JB G, appliquée en C fuîvant 
CGj &c repréfentée par Cifj du concours de cette 
force avec la force S, il réfultera un eifort unique 
repréfenté par la diagonale CN du parallélogramme 
CHNK, Cette force tiendra donc lieu de la force S 
& de la force CK ou B Gi elle tiendra donc lieu 
des quatre forces P 9 Qy R9 S; elle eft donc la 
réfultfinte de ces quatre forces. 

t 

On voit donc par-là, qu'on peut toujours, & 
comment on peut réduire à une feule force, tant 
de forces que l'on voudra , lorfqu^elles font dirigées 
dans un même plan. 

ip8. Cet exemple fait voir en même tems, 
comment on peut, à une feule fprce , en fubftituef 
tant d'autres que l'on voudra, & quelles conditions 
ces autres doivent avoir. 

Par exemple (/ig> 35) ad Ueu delà force unique fiC^on peut^et» 
formanc un parallélogramme quelconque BFGM^ donc fi G 
foii la diagonale , prendre deux forces repréfentées par ^i^ & 
"BM* Ec comme on peut fuppofer chacune de ces deux forcées 
appliquées à tel point de leur dîreâion que Ton voudra , on peur 
tran (porter BM tvi Al\t point A étant a celle diAance qii'ea 
voudra de B, & former fur ii / un autre parallélogramme quelcon^ 
que A£ID; alors on peut fubflicuer â la force AI, dewfr 
forces repréfentées par ,AE êc AD; en&rce qu'à la forée 
unique B G j on aura fubiticué les trois forces fi F; AE^ 
JLD qui produiront. le xaéme effet que ccUo^lâr 



I 

I 
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ipp. Remarquons que palfqu'il n*/ a d'autre 
condition pour déterminer les forces ^D, ÂE, 
finon qu'elles foient exprimées par les côtés AD, 
AE du parallélogramme A DIE, dont Al feroit 
la diagonale, ce qui peut avoir Fieu d^une infinité 
de manières ^ foit que le parallék>gramme A DIE 
folt dans le plan du paralléjogramme FjSilf(?, ou' 
qu'il foit dans tout autre plan ; oi| peut décompofer 
une force quelconque B G,tn tant d'autres qu Qti 
voudra , & qui foient dans tels plans qu'on voudra. 
Nous verrons par la fuite l'ufage de ces com- 
portions & décompofitions de forces. 

200. Dn voit , par l'exemple de décompofition 
^ue nous venons de donner , qu'on peut aflujettir , 
fi on le veut, quelques-unes des forces â pafler par 
certains points donnés , & même à être d^une gran^ 
deur déterminée : à être parallèles à certaines lignes 
données; en un mot^ à fatis&ire à certaines con« 
ditions données. 

Par «stoiple, fi Ton avotc une forco tcprifeAiét par la 
ligDQ AB (fig^ ^6), ^ q«"on roiMt fqbftitucr à cette 
force » «km antret , dont ¥ime psfiâr ptr un poînc donné O^ 
Bx p^lèlé à une ligne donnée de pofition ST, & fût 
eo ntiDc-iemfs d^Hne eeitaîne grandeur JAT; c'eft-j-dire , 
tille qii'elk pût fam décrire S K i um mobile, dans le 
fll^me^ temps qne la force tcpiékatit par ^B^ feroit dé- 
crire an mimo moUlo la ligne AJ$ i voici commçnt oa 
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ratisferojc i cette qocftion , ^ d'après les principes pré- 

cédens. 

Par le point O, on mèneroit Oy parallèle i ST^ 
& qui lenconueroit A JB en quelque point /^. On pren-- 
droit FR=sSK^ & F'Q= AB alors menant RQ^ 
on lui mênerolt par le point f^, la parallèle VH^ que 
Ton termineroit en fl", par la ligne ^tf parallèle i FR\ 
VR feroit la force demandée , & VH feroit celle qui^ 
conjointement avec F R^ tiendroit lieu de ^^ ou de AB% 

La foludon que nous donnons , ne ceffe d'avoir lieu que 
lorfque la ligne ST t^ parallèle i A B\ mais on verra dans 
peu ce qu'il y a â £iire dans ce cas* 

201. Remarquons que puifque les deux forces 
compofantes P êc Q (Jig. 31 & 32) étant repro- 
fentées par les deux côtés MD, MB du paraN 
lélogramme DMBE, leur réfultante doit nécef^ 
fairement être repréfentée par la diagonale Jlf £ du 
même parallélogramme , on a , en nommant R 
cette réfultante, P : R : : MD i ME, te 
Q: R : : MB : ME, ceft-à-dire , P :QiR 
: : MD i MB i ME, ou •( à cauGi que MD 
^ B E) i : BE : MB : ME. Qr dan) le 
triangle MBE , on a {Géonu 303) SE: MB 
X ME :: Gn B ME lûn. BEM : îija.MBE; 
eu à caufe des parallèles BU 8c MD qui; dpfineot 
l'angle BEM^D ME , 9c l'angle MAEi fiip*. 
plément à» BMD, Scpàx conféquent ( Géam. 27^) 
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fia. MBE = fin. MBD, on a BÉ i MÉ 
: ME : : fin. B ME: fin. D ME: fin. BMD\ 
donc P : Q : Jî : : fin* B ilf fi Cnï DME 
; fin. BMD\ où l'on voit (Jug fi l'on foppofe là 
forcé P exprimée par fin< B ME , la force Q le 
fera par fin. D Af£; la force K le fera par 
fin. B MD ; c'eft-à-dire, que (few;c forces cùtnpo^ 
fautes Ér /ewr réfultame ,• peuvent toujours être re- 
préfentées' chacune, par le Jînus de rangle compris 
entre lés àireSions des deux autres* 

Àinfi on peut employer îndifTérernmeht pour 
repréfentcr les forces, ou des lignes prifes fur leurs 
direâîôns, ou les filius des angles compris entre 
leurs diredrons, pourvu quofi prenne pour chacune 
le Cnus de l'angle" compris entre les uiredions de» 
deux autres. 

Cette dernière manière d'exprimer les forces ^ 
a auffi fes avantages partieuliers ^ comme nous le 
verrons par la fuite« 

' a.02. Si dû poîht 'iJf comme Cthtfe ffg. si 
& 58), & d'un rayon quelconque Af£', on 
décrit l'arc de Cercle HE' G qui rencontre en G 
& H les diifedions prolongées: des forces P 6i Qi 
& que du point £' onr mène E'Fy E'Iy jlerpen- 
ditulaires fur JUD, MB y & du point H, HL 
perpendiculaijre fur. ilf27< JB eft facile de voir quo 
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teP, E'I i HIff font refpe^venaent les (înus des 
angles DAÎE, BMEi & BMD; on a donc 
P : Q : R : : Eil i E'L : HU 

203. Concevons maintenant que les direâions 
des deux forcés P ic Q (fg. 3p & 40)^ pafTant 
cohflamment par deux points fixes K &c N ^ leur 
point de concours M s'éloigne de plus en plus ; il 
éft vifîble que les fihus des angles B MÈ , DME 
Se BMD diminueront de plus en plus* ; que 'par 
cotiféquent ils approcheront , de plus en plus, de 
fe confondre avec les afcs E'ti , E^G ^ Gtl; donc 
fi le point M s'éloigne à l'infini , E^F ^ Et & HL 
fe trouvent tous appliqués fui' Tare G H qui devient 
une ligne droite perpendiculaire aux deux lignes 
MK & MN^ qui pour lots font parallèles entre 
elles & à la ligne Af£^- & puifqu'on a toujours 
P 1 Q : fi : : FI î E^F : HL ; HL devenant 
alors égale à E^I -H E'F (Jig. jp) fc = £'1 
"— W F (Jig. 40), il s'enfuît que lorfque deux 
forets P Gr Q { fig. 41 8c ^2) ont des direSionî 
parallèles ^ i* Uur rifultantt leur tft parallèle. 
M?é Que fi on tire une ligne FI perpendiculaire à 
as direBions ^ chacune de ces forces tfl repriftntét 
par la partie do cette perpendiculaire , comprife tntr% 

«llfiitttfexappell«r (G/#m. 'ii9) i le m6m« ^a« celai 4e Ton fujipl^ 
l|iie U finus d'Hii «nglc^obtui , eft | meac» 

Mécanique. I. Part. <J 



Sb^2 C O V R S 

Us direSions des deux autres. J®. La réfultanu 
ejl égale à la fomme des deux compofantes y lorfque 
celtes ci agijfent dans un mênie fins j & égale à 
Uur différence , lorfqu'elles agijfent en fens contraires^ 

204H Puîfque Ton a {fig. 41 & 4^) P 2 Q 
: R 2 : El : FE : FI on a donc P : (l : : El 
i FE &c P : R : '.El ; FI, ceft- à - dire , que 
des deux cotnpofantes parallèles , "Gr leur réfultante , 
deux quelconques font toujours entr elles réciproque^ 
ment comme les deux perpendiculaires menées fur 
Uur dir^ion , d'un mime point pris Jkr la direction 
de la troijîème. 

20^. S\ Ton tire arbitrairement la ligne ABC^ 
on aura (Géom. 102) BC : AB : AC : : El 
: FE : FI. On aura donc auffi P : Q : R 
: : BC : AB : AC; c eft-à-dîre qu en général , 
fi Von coupe /es. dirtBions de deux forces parallèles, 
& de leur réfultante ^ par une ligne droite menit 
comme on le voudra j chacune de ces forcées peut 
toujours être repréfentée par la partie de cette droite, 
çomprife entre les direSions des deux autres. 

m 

noô. De -là il eft aifé de conclure comment 
en doit s*y prendre pour trouver la réfultante de 
plufieurs forces parallèles; & réciproquement, pouf 
fubftlcuer à une force quelconque ,. taot d'autres 
forces parallèles que Ton voudra» 
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'Pat exemple, s'agjc-il de réduire à une feulé ^ les deux 
forces l* ëc Q (figé 41 ) qai agiflèn: dans le même fcns ? 
Je mène la ligne «quelconque ABC; la réfultanee il doit 
être égale à F -f- Ç C^°3) • ^ "^ ^**6" ^^^^ <i^c de trou- 
ver le pbint J?, par où elle doit paflèr. Or (105) oii à 
P : R::£C:AC; c'eft-i-Jirc P i P ^Q i i S C i A C ; 
il faudra donc prendre entre les deux points A êc C^ un point 

£ tel que ' Ton ait JBC =. 

P ^ Q ^ 

• Si \ts deux forcei agiflciii en ifens contraires (figi> 41 ) ^ 

la rëfultame fera égale à leur différence (loj), c'cft-à-dire^ 

fera P — ^ , ou ^ — P» Suppofods P plus grand que Q, Ayant 

tiré arbitrairement la ligne ACy il faudra la prolonger au-^ 

delà de A par rapport à C d'une quantité AB ^ telle que 

l'on ait P:/{:iBC:^C(iof),ou/>:3?^— Ç::BC:ylC; 

c*cft-a-dire, qu'il faudra prendre 'BQ "^^ —j* — ^ 

Si Q étoit plus grand que P^ le point jS feroit fur le pEo<» 
içngement de ^C, au-deîi de C pat rapport i A. 

ao7. Si Ton avoii une troifîème force K (fig* 45 ) ; alors 
après avoir trouvé la réfultante K èit^ deux forces P ^ Q^ 
on chercherolt la réfultante S des deux forces R 8i K ^ comme 
s'il n'y avoit eu que ces deux*ci ; c'eft â-dire, précifément comme 
qn vient de l'enfeignér dans l'article ptécédent. 

208. Donc' réciproquement , fi Ton vouloit 
décompofer une force quelconque A^ en deux 
autres qui lui fuflent parallèles (fgé 41 & 42). 

■ 

On prendroit arbitrairement une ligne BF parallèle à la 
direâion de la force R; Se ayant pris cette ligne pour la direc- 
tion de l'une des compotàntes, on prendra arbitrairement pour 
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la valeur de cttic compolàece^'ane- quantité quelconque P pfus 
petite que /( , & Ton veut que les deux compofantes agiflienc 
de pan 5c d'autre de la force A; alors la féconde compofante, 
que /'appelle Q^ doit être égale i X — P; & pour avoir 
Ùl pofition , il ne s'agit plus que de mener la ligne qaelcon« 
que CBA y & de prendre fur le prolongement dt ji £ ^ U 
partie BC telle que l'on ait ^ : Z' : : AB : CB; fi par 
le point C on mène QC parallèle i RB^ct fera la dîrec* 
lion de la force Q, 

Mais fi Ton veut que les deux compolantes (biem d'un même 
c&té, auquel cas elles doivent agir en (èns contraires^ alors 
on peut prendre pour P ^ une quantité quelconque ^ plus petite 
ou plus grande que R , & ayant pris une ligne PF (fig* 41 ) 
parallèle i RB ^ pour la direûioa iti P ^ on prendra fiir la 
ligne quelconque BAC^ le point C de maniéce que l'on aie 
P ^ R o}i R — P \ Ri\ AB i AC i\^ point C fera 
celui par od doit paiTer la force Q parallèle à la force donnée 
Ri de ce point C (èra au-delà de A par rapport à J , fi 
P eil plus grand que l{; au contraire fi Z' eft plus petit que 
Ry'A fera entre A ^ B. 

ZQ9» Ce que nous di(bns ici de la force /{, a l'égard de 
fes compo&ntcs P ^ Qt pouvant évidemment s'appliquer à 
chacune de ces deux-ci , on voit donc comment on peut fub« 
flicuer à une force quelconque, tant d'antres forces que I'om 
voudra, dont les dire^ons foieac parallèles^ 



^ 
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Des Momens ^ ^ de leur ufage pour la com^ 
pojition & la décompofition des Forces. 

210. Ce que nous venons de dire fuffit pour 
compofer & décompofer lès forces , quelques di- 
reâions & quelques valeurs qu'elles aient, au moins 
quand elles agilTent dans un même plan. Mais les 
différentes fortes de mouvemens que nous aurons 
à confidérer^ exigent des moyens plus (Impies & 
plus expéditifs pour déterminer la réfultante dés 
forces , & fa direâion ; nous allons nou^ en oc- 
cuper aâuellemçnt. 

211. Si £un point quelconque F (fig-44&4;^.) 
pris dans le plan d'un parallélogramme quelconque 
ABCD, on, mine les lignes EF j. EH; é^Cjn, 
perpendiculaires fur les côtés co/ir/gi/i A.3> .AP 
& la diagonale AC; la fomme des produite de 
chaque perpendiculaire , par le côté fur lequel elle 
tçmbe^fera égaU au produit de la diagonale p^r 
la perpendiculaire qui tombe fur <I/e» ^Pjfy^^ '^ 
point F (fig. 44) ne fera ni dan^ Vangk B AD, 
^ni dans Jon pppofé au fommetw Au contrak^X^i* 4r) 
Ji le point F efl dans V angle HA ^9.0^ ^^^^ fin 
oppofé au, fommet , ce fera la différence des produits 
de chaque perpendiculaire , par le côté fur lequel 
i^U tombe y qui fera Jgale au produit de la, di^^^ 

9 "i. 
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gomle par la ptfpwdiculaire qui tombe Juf eftti 
diagonale. 

Prolongeons le côté B C , jufqu a ce qu'il ren- 
contre en I la perpendiculaire F H; menons les 
lignes FA, FB , FC, FD, ï^ triangle FAC 
{figure 44) eft =F^B -§- ABC -h 
FBC » FAB ,H- ADC ^ FBC, Or, 

l! le trjangl» FAC «= J±£±12-^ a». 



triangle F^B = JIJLUL, 3». Le triangle 
ADC ayant ^D pour bafe, & /H pour hauteur, 
eft -= JLBJLUL^ 4«. Le triangle FBC ^ 

fiCy.Fl jiDxFt , ACxFG ABxFF . 
.— — ^— =s ' : donc =i — 1 ■+• 

é£^US^ éRjLlIi or IM^FI^ FHi 

donc, & en doublant tout, on a -4 X FG =?=? 
v^5 X F£ -H i4D X Fif. 

Dans la fig, 4^ , le triangle FAC =3 i4BC — » 
Fi4B — FBC = ADC — FAB — FB C; 

,n^J• ^CyiFG jiDxIH ABv^FE 

ç eft-a-dire • -r = — == — — • 

' X * a, 

^Sj^JLl\ ou (en faifant attention que B C = i4D, 

Pc que IH — FF = FH, & en doublant tout) 
pn a i4C X FG = ^D X FH — >ÏB X FF, 

81?, Pwf^ue nous avqn? d^montr^ çi-defluç^ 
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que deux forces quelconques » & leur réfultantei^ 
peuvent être repréfentées par les côtés & la diago* 
nale d'un parallélogramme formé fur leurs direâions , 
conduoni donc . que fi P & Q {fig. 44 & 4.^ } 
font deux forces repréfentées par les lignes AB^ 
AD j auquel cas leur réfultante K fera repréfentée 
par AC; concluons ^ dis- je » que fi Ton prend hors 
de Tangle BAD ic à^ fon oppdfé au fommet^ un 
point quelconque F^ dans le plan de ces troii 
forces^ on aura toujours RxFG=i Q x Fff-H 
P X FE ; & que lorfque le point F fera pris dans 
l'angle BADom dans fon oppofé au fommet ^ on 
aura toujours RxFG =i (Ix FH — P x FE. 

213. Le produit d'une force par la diflancede 
fa direâion à un point fixe » efl- ce qu'on appelle 
le moment de cette force. /Snfi Q x FH, eft U 
moment de la force Q; R x FG, eft le moment 
de la force A. 

214, Comme les forces s^eftîment ( tyS ) pat 
îa quantité de mouvement , c*eftà^dire , par lé pro* 
duit d'une maffe déterminée, multipliée par la vitefle 
i^u'elles font capables de communiquer à cette maife^. 
le moment d une force quelconque ^ a donc poue 
Valeur le produit d'une maffe par fà vîtefle^& par 
la dîftance de fa direâion à un point fixe. 

ài^v Si Qû conçoit qu^ les perpendicublrel 

Q iv 
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F H, FG, FE ^ (oient des lignes inflexibles U 
(ans mzSès , liées entr elles & fixées au point F, 
de manière à ne pouvoir que tourner autour de et 
point; & que les forces P, Q & leur réfultanteR^ 
foient appliquées aux extrémités £ » H, G s on voit 
que (Jig, 44 ) ces trob forces tendent toutes à faire 
tourner le fyftème dans un même (èns autour du 
point F; ic (Jip 43* ) les deux forces Q 8c R 
tendent à faire tourner le fyftème dans un fens 
différent de celui félon lequel la force P tend à 
le faire tourner. 

On peut donc dire que le moment de la réfuU 
tante ^ pris par rapport à un point fixe qiuUonque F , 
$Ji toujours égal à la fomme ou à la différence des 
piomens des deux compofantes , félon que celles-ci 
tendtnt à faire tourner dans un mime fens ^ ou dans 
^W fan^ oppofés , autour de ce point fixe^ 

21 5. De-Ià on peut conclure en général, que 
euelque nombfç d^ forces P, Q, S, T, Çre^ 
{ fîgf 40 ) 9ue Von ait ; quelques grandeurs , & 
quelques dir^Sions quelles orient ^ pourvu quelles 
foient toutes dans un mime plans le moment de la 
féfultante de toutes ce/ forces ^^ pris par rapport à 
tel point F quon voudra^ pris dg,ns ce plan ^ fera 
toujours égal à la fomme des momens des foras 
cui tendant à f^ire tourner dans un fens autour do 
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' te point y moins . la fommt des momtns dt celles qui 
undent à faire tourner en fens contraire^ 

En effet y fi Ton fuppofe que r foit la réfultante 
des deux forces P 6l Q, dirigées fuivant AP 6c 
E Q; r^ celle de r & de S qui agît fuivant GS j 
& enfin R celle de' r' Se de T, qui agit fuivant 
DT; que Ton fuppofe de plus, que m foit le mo- 
ment de r ^ vn! celui de r^ Alors en abaiffant lès 
perpendiculaires FA ^ FE ^ FG y FD y FB , fur les 
compofaptes P, -Q , 5, T & Içur réfultante fi; ^n 
aura i^ m ^ P x ylF 4- Q x EF, a*, m' =» 
m — S xFG. 3^ R x FB ^ mf — Tx FD; 
donc ajoutant ces trois équations, & détruifant les 
quantités femblables qui fe trouveront dans chaque 
membre , on aura fi xFB?=PXi4F-4-Q 
X F F — S X FG — r X FD; où Ton voit que 
les momcns des deux forces T 6c S qui tendent à 
faire tourner de droite à gauche, font , en effet*, 
de figne contraire à ceux des forces P 6c Q^ qui 
tendent à faire tourner de gauche à droite. 

217. Si le point F étoît fur la dîreâion même 
(de la réfultante, le moment de cetre force feroit 
alors zéro; donc puifqu'il eft égal à la fomme des 
momens des forces qui tendent à faire tourner dani 
un fens , moins la fomme de celles qui tendent à 
(^îre tourner en fens contraire , il faut ça conclure 
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que la diffifrence de ces deux femmes de momeni 
pris par rapport à un point quelconque de la réfuU 
tante ^ eft zéro. 

Et réciproquement ^ fi la, fomme its momens de 
pluficurs fonts qui tendent à faire tourner autour 
d'un point ^ moins la fomme des . momens de celles 
qui tendent à faire tourner en fens contraire autoat 
de ce mime point ^ efi ^éro ; il faut en conclure qm 
la réfultante paffe par ce points 

2i€. Puîfque ces propofitîons font généralement 
vraies , quelques angles que forment entr elles les 
direâions des forces , elles le font donc au(H , lorf^ 
que les forces forment entr*elles des angles infini- 
ment petits, ou, ce qui revient au même, lorfque 
les direôions des forces font parallèles entr^eltes. 

2 !$• De là il e(t aifé de déduire une méthode 
fort (impie pour avoir la pofition & la grandeur 
de la réfultante de tant de forces que Ton voudra ^ 
lorfqu*elle$ agiffent toutes dan$ un même plan. 

Suppofons d*abord qu'elles font toutes parallèles 
entr'elles ; & pour ne point compliquer inutilement 
cette recherche, fuppofons qu*îl n*y ait que trois 
forces , il fera facile d*en conclure ce qu'on doit 
faire pour un plus grand nombre. 

Soient donc trois forces connues P, Q, 5 
(jfg. -17 ^ , dont les deux piemicres agiffent (uivaait 



! 
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AF ^BQy & la dernière agît fuivânt CS. Ayant 
tiré arbitrairement une ligne quelconque FABC^ 
perpendiculaire aux directions AP , BQ, &c. on 
imaginera que le point D eft celui par où doit 
pafTer la réfultante R. Alors ayant pris arbitraire- 
ment un point F fur FABC^ on aura, fuivant 
ce qui précède, P X AF ^^ (^ y. BF — 
S y. CF =à K X DF; or les diftanccs AF^ 
FB ^ FC ic les forces P^ Q, S étant connues, 
il feroit très^ facile de tirer de cette équation la 
valeur de îa diftance DF k laquelle pafle la réful- 
tante^ fila valeur de cçtre réfultante R étoit connue* 
Voyons donc quelle eft la valeur de cette réful- 
tante. 

Prenons un autre point F fur le prolongement 

^eAF; le mcmç principe nous donnera , 

PxAP-^QxBF' — S X CF= Rx DF. 
Or fi de cette féconde équation , on Retranche la 
première, & qu'on fafle attention que AF^ — 
AF = FF, BP — BF ^ FF^ CF — 
CF = FF, DF — DF ==: FF, on aura 
P X FF ^ Q X FF -^ S X FF ^ R X FF; 
cell -à - dire , en divifant tout par FF, P H^ 
Q — S =^ R, 

Mais fi Ton fait attention au raifonnement que 
TOUS venons de faire, il eft facile de voir qu'il ne 
^çvQnà n^llcQicnt du pombre des forces; mais 
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qu*il eft appliquable quel que foie le nombre de cef 
forces. On doit conclure en général , que la rêful^ 
tann de tant de forces parallèles que Von voudra , 
eft égale à la fomme de celles qui agiffent dans un 
fens y moins la fomme de celles qui agiffent dans un 
fens contraire. 

Si dans Icquatîon P >i AF ^ Qx BF — 
5xCF = ilxDF, trouvée d^abord , on 
toet pour K fa valeur P -+- Q — *y, que nous 
venons de trouver , on aura P x i4 F -f- Q x 
BF — 5 X Cf c= (P -+- Q — S) X DF; 

d ou 1 on tire DF =i ^ ^ ^ ; 

d'où , & ayant égard à ce que le raifonnement par 
lequel nous parvenons à ce réfultat, ne dépend pas 
du nombre des forces , on conclura généralement , que 
Pour favoir à quelle diflance £un point donnè-^ 
prffe la réfultante de plufieurs forces parallèles ; il 
faut , de la fomme des momens des forces qui tendent 
à faire tourner dans un fens , retrancher la fomme des 
momens des forces qui tendent à faire tourner dans 
un fens oppofé , &* dii^ifer le refle par la fomme dos 
forces qui Agi£int dans un fens , moins la fomrne de 
celles qui agiffent en fens contraire \ 



* Il ne £iuc pas coiifondre les 
forces ^ui agiffent dans de»* fens 
Ofp^Ccs, avec celles qui cçcdem 



â fjîrc tourner dans des Cens op- 
pofés. Deux forces qui agilTer.» 
daAs dçs fens opp9(ei.| (e^d^^K^ 
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220. Si le point F, que l'on a= pris d'abord 
arbitrairement , fe trouvoit avoir été pris fur 1% 
point D même ^ par lequel palTe la force réfultante ; 
alors la diftànce D F étant zéro , fa valeur. • . é . . .» 

(parce que la force P tend à faire tourner autour 
dû point D en fens contraire de la force Q ) feroiç 
aéro ; on auroit donc — Px-^^-+*Q>* 
BD — Sx CD = ô; & comme le point F 
que Ton avoit pri^ d'abord arbitrairement, pouvoit 
être plus haut ou plus bas, félon qu'on auroit voulu ^ 
enforte que le point D n^eft pas cenfé être plutôt 
fur un point de la direâion de la réfultante R^ 
que fur tout autre point de la même direâion , il 
s'enfuit généralement que 

La momtni de plujîeurs forces parallèles pris 
par rapport à un point quelconque de la direSion 
de la réfultante ^ font tels que la fomme des momem 
des forces qui tendent à. faire tourner dans un fens ^ 
ejl toujours égale à la fomme des momens de 



fouvent i (aîre toutner «Uns le 
Blême fens \ cela dépend du poinc 
xelativemcnt auquel on confidère 
la rocadon. ou les momens. Par 
exemple, les deux forces Q 3c ^ 
(fis* ^7) agiflènt en fens oppo- 
Q% 5 oviis elles (endeni toutes deux 



â faire tourner la ligne B C dans 
un même fens, autour d'un poinc 
prîs entre B & C; de fî on cottn 
fidère la rotation , par rapport au 
poinc F, la force Q tend i £dre 
tourner CF, en fens contraire d# 
ce que tend il £iitt la ferec S% 
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cdUs qui tendent à faire tourner en fim contraiteè 

221* Donc , en prenant avec des fîgnes 
contraires les momens des forces qui tendent à 
lâire tourner dans des fens oppofés ^ & prenant 
auflî 9 avec des (ignés contraires ^ les forces qui 
agifTent dans des fens oppofés ^ on peut dire gêné-» 
ralement , 

l^. La réfultante de tant de forces parallèles que 
Von voudra , eft toujours égale à la fomme de toutes 
ces forces, a^ Cette réfultante^ qui leur eji parallèle j 
paffe par une fuite de points dont chacun a cette pro- 
priété^ que la fomme des momens par rapport à ce 
point , ejl lérOé 

Nous ferons le plus grand ufage de ces prln<» 
cipes , & nous verrons dans peu , avec quelle faci- 
life on en déduit la poHtion du centre de gravité 
des corps. PaiTons aux forces dont les direâions 
font des angles entr^elles. 

ri22, Soîeftt donc (figé 48; tant de forces 
P9 Qp ^» &c. que Ton voudra, toutes, dirigées 
dans un mime plan« Que la force P agiifant 
fuivant ^P, foit repréfentée par ABs la force Q, 
agîffant fuivant EQ ai foit repréfentée par £G; la 
force Sj agiCTant fuivant ISy foit repréfentée par 
IL. Par .un point X pris arbitrairement dans te 
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plan de ces forces , concevons deux droites indé- 
finies TE' y TE'' faîfant entre elles un angle 
quelconque Cque pour plus de (implicite nous 
fuppoferons droit) ; & concevons les forces P , Q , S , 
ou AB^ jKG, il y décompofées , chacune, en 
deux autres , dont Tune foit parallèle à la ligne 
r£', & Tautre parallèle à la ligne TE" ^ & qui 
par conféquent C^PJ) doivent être repréfentées , 
chacune , par le côte correfpondant du parallélo- 
gramme, dont la diagonale repréfente la force 
principale. Il eil clair , par ce qui précède C2ip) , 
que les forces AD y EF y IM* étant parallèles , 
auront pour réful tante une force unique VO qui 
leur fera parallèle , dont la valeur fera AD '■{' EF 
— IM, & qui paffera à une diftance VF'^ telle 

que FF = ^^ ^ ^^' -hEFx EE' — IMx If 
^" AD ^ EF — IM 

Pareillement , les forces AC, EHj IK parallèles 

à TE'^ fe réduiront toutes à une feule VN qui 

leur fera parallèle , qui fera égale à AC'^EH'^IK; 

& qui ( en fuppofant que f^ foit le point où U 



* He perdons pas de vue ce 
que nous avons dit (191 )• Par 
cette expreSoD « Us forcée A S , 
Il G, &c« nous entendons que 
les lignes AB, EG, drc. font 
cntr'elles comme les quamttls de 
mouvement que les forces P » Q.^ 



maflès auxquelles elles font appli- 
quées. U en eft de même des forces 
AD, EF^ &c« nous entendons 
des quantités de mouvement qut 
font aux quantités de-mouvemenc 
, repréfentées f^rAB^EG, comme 
AD ec EF font i AB 9c BG 



&c. peuvent produire dans les 1 refpcûivcmcnç^ 
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direâlon de cette force , rencontre celle de la 
force Oy) paflera à une dîftance KP^, celle que 

iiC-*. EH 4- IK 
Cela pofé , les forces ? yQ^^Sèi leurs direâions^ 

( c'eft - à * dire , les angles qu'elles font avec des 

lignes fixes & connues^ telles queT£' & TE^^^ ou 

avec leurs parallèles } étant fuppofées connues , on 

coânoîc dans chacun des triangles BAD^ GEF^ 

IKLy rhypothénufe & les angles; il fera donc aifc 

de déterminer les lignes AD^EF^ KL ou lAf, 

& les lignes BD ou AC, FG ou EH 6c IK; 

par-là on connokra les valeur^ des deux réfultantes 

AD -^ EF — ÎM, ScAC-^EU-^IK. 

D'ailleurs comme on ne peut manquer de connoître 

les diftances AA\ A A'' s EE', EE\ &c. puifquon 

ne peut ignorer la pofition des points A ^ £ ^ oik 

Ton fuppofe les forces appliquées, on connoîc donc 

toutes les quantités qui entrent dans rexpreûîoil 

àt% diftances VV k VV\ Il fera donc facile d« 

déterminer le point V^ où fe rencontrent ces deux 

forces réfultantes. Prenant donc VO =b ^D •+» 

EF — IM, & K2Sr.= AC ^ EH ^ IK, 

& formant le parallélogramme OKiVX, on aura là 

diagonale VX pour la réfultante R des deux réfui- 

tantes parallèles à T£' & TE''^ c'eft-à-dire^ pour 

h réfyltante de toutes les forces propofées. 
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Des forces qui a^iffetit dans des plans 

différera* 

^23. Soient trois forces P, Q^ S Cjîg^ 4p) 
dirigées fuivant lés lignes i4P, 'B(^^CS parallèles 
cntr'elles » mais fituées dans différens plans« 

- * 

Concevons un plan X Z auquel les trois droites 
jfP^ fiQ» es fôient perpendiculaires » 5c un aucrâ 
plan ZV auxquelles elles foient parallèles; que 
A^ByC foient les points où ces lignes rencontrent 
le plan XZ. 

Les deux forces P & S font dans un ïneme plan 
dont Tinterfeâion avec le plan X Z ^ eft la droite 
AC^ Ces deux forces peuvent' donô être réduites 
à une feule A^ = ? +^1 qui leur foit parallèle 
& qui paflerà par un point D ^ tel que ( 220 ) 
Ton aura P x i4 D :t= 5 x CD. 

Les deux forces R' & Q font dans un m'ëme 
plan dont Tin terfeâion avec le plan XZ^ eft fiD; 
elles peùvei>t donc être réduites à une feule A qui 
fera égale i R' H- Q 5 c eft-à-dirô = P ^- S -H Q , 
qui leur fera parallèle, & qUi paflera par un point 
E, tel que Ton aura K x DE t=^ Qx BE. 
D'où 9 & de ce qui a été dit ci-^devant, il eft aifé 
de conclure, en général, que tant de forces que 
Von voudra , dont les direBions font paralliles , fe 
Mécanique* ^ R 
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réduifint toujours à une feuU égale à ta fomme de 
ailes que agijfent dans un fins, moins la fommt de 
celles qui agijfent en fens contraire ; & cela , foit 
qu^elles foient toutes dans un mime plan ^ foit qu^ elles 
f oient dans des flans différens. 

Voyons maintenant plus particulièrement com« 
ment on détermine par où pafTe cette réfultante. 

Si des point;i A, D , C^ B, E on mène les 
lignes AA', DD\ CC^BB\ EE' perpendi- 
culaires fur Tinterfeâion commune des deux plans 
XZ ii Z V; à caufe des parallHes AA\ Diy, CCf^ 
on aura AD iCD xi A' D' i Ciy ; or féquadon 
P X ÀD ^=z S X C D que nous venons de 
trouver ; donne AD z CD : : S : P; donc 
^'ly ; C'Zy : ; 5 : P, & par conféquent 
P X A'Df =r S X CD'. 

"Tareilleraent , les parallèles DIX» EE^^ BW 
donnent DE i BE \i D^ W iB^ & ; or l'équatioa 
B! xDE «a QxfiE^ que nous avons pareille- 
ment trouvée ci-defTus , donne DEiBE ziQ^iR'i 
donc D{E' ; B^E' . : <l i K' t . Q z P -\- S i 
doncCP H-.S) X D'E' « Q X VE\ 
" Prenons maintenant dans Hnterfeâion ZT Au 
deux plans un point fixe T, & cherchons la dif- 
tance TF de ce point, au point Ef qui correfpond 
au point £ par lequel paiTe la téfultante. D eft clair 
que A'D'^TU — TA', CD' « T0 ~ TD'^ 
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WÈ' == TE' — TV È'E' =s TB' TJ?'* 

Sabflituons ces valeurs dans les deux équations 
P X A'V = Sx Ciy & {P^^S) xD'E' =3 
Q X W E\ nous aurons P x TD* — P^T/V «i 
Sx TC -^ SxTiy, & (P -^ S)xTE' -^ 
ÇP -+- S) Tiy ==1 Q X rfi' — Q X TE', 
Or, de ces dent équations j h pnreitiiète donne 
(P H- S) TIK =. P X TA' -H S x TCs 
fubftitoatit cette râleur dans la (ecodde^ on a 
(P ^- 5) X TE' — P X TA^ — S X Ter =* 
Q X TF —- Q X TK'} ralTenibbiit donc tous les 
termes nmîtipUés pzi TE\ on aura (Ph^Q«4-5)x 
TB^PxfA^ H- Q xTB* -4- S X rc^- D^oîl 

Ion tii*e TF= — p-Lirrnr-c • 

Or cette expreflSon de la diftance TF^ cft 
précKéaient celle que l'on aUfoît pour trouver la 
diftance à laquelle pafleroit la force réfultatite« fi 
les trois forces P^ Q^ S étoiént toutes trois dans 
le plan ZF, 8c paflbîent J>ar les points A^^ C, B'^ 
correfpdndans auX points A^ C^ B , pzt lefquels 
âUes paiTent réellement. Donc fî Ton conçoit la 
droite^ TX perpendiculaire au plan Zî^^ on trou-> 
vera la diftance TF de la réfultante R, i cette 
9 en prenant la (bname des nomens * i l'égard 

centre la foiaunc det moment 
des (brctf ^ai Murent â &ire 
tournct dam an Cent, môînf U 



'^ 11 £ittt obferter ici« & pour 
la fuite , que par le mot général 
jprmme dei momCBi «n doit c A* 
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de cette droite , comme fi toutes les forces , fanr 

■ • -m 

changer de diftaqce à certe même. droite , étoient 
toutes dans le plan Z V au<}uel elle elt pcrpendU 
culaire/ & divifant cette fomme de momens par 
la fomme des forces. 

Il ne refte donc plus, pour fixer le point E^ 
que de connoître la diftance EE' ou. (en menaac 
E W parallèle à ZTjh diftance TE'' à Jaquell© 
cette même force palTe, à Tégard de ZT. Or U 
eft clair , d'après ce que nous venons de dire fur 
la diftance TE'^ que pour avoir la diftance T£^^, 
il (aut de même concevoir un plan palTant par X T^ 
& 'parallèle aux direâions des (otces ; prendre ki 
fonune des momens à Tégard de TZ, qui eu; 
Tinterfeâion de ce plan avec le plan Z F; prendre ^ 
dis- je la fomme des momens à Tégard de TZ , 
comihe (i toutes les forces , fans changer de diftance 
au plan ZV, étoient toutes dans le plan X^; Se 
divifer cette fomme de momens , par la fomme 
•des forces. Alors on aura tout ce qu'il faut pour 
fixer le point £ par où paflfela réfultante. 

224. ConGdérons maintenant les forces dont les 
direâions ne font ni dans un même plan , ni parallèles* 



fommê des momens des' forces 
qui tendeoc i faire tourner en 
fens oppofés. On doit de même 
par- ce mot Jbmnu des forces , 



entendre la Ibmme de celles qaî 
agiiTent dans un fens , moiaf 
la fomme de celles qui agifleo^ 
dans l'auue. 
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Soient (Jig. ^yo ) ^ ^Q^^R trois forces dirigées 
îvi^nt lei lignes AP ^ B Q^ CR lituées dans dei 
plans différens. ^Concevons un' plan quelconque 
XZ , rencontré en H , par la dîredion AP; en F, 
par la (firedion *BQ; & en L, par la direûion 
CR. Comme on peut Cip5) fuppofer une force 
appliquée à tel point que Ton veut deTa direâîon , 
f'imaghie ces troi^ forces appliquées aux points 
H, JF, L, & répréfentées par les lignes HK, 
FT, LA" prolongements des lignes AP, J3Q, CH, 
îLu-dçflbvis du plan XZ. Concevons encore que 
par les droites AHj, J5f , CL, on ait mené 
des plans perpendiculaires au plan XZ , & dont 
le$ intexfeâîonsi . avec celui-ci jf foient les droites 
CHN\ EFY.^ DLM. Cela, pofé., il eft évident 
quQ je pui$ déqompofer chacune de ces forces en 
deyiç autres,^ dont l'une foit dans le plan XZ ; & 
Tautre foit perpendiculaire à ce même plan^ Par 
exemple, je puis dçcompofec la force HV, en 
une force dirigée fuivant HN^Sc une autre force 
dirigée fuivant HO perpendiculaire au planXZ. 
JEn forte, qu*aux trois forces H F, FT, L/C, je 
puis .fubftituer les fix forces HN^ FY^ LM, 
U O9 F S , LJ, dont les trois premières font dai>s 
UfUnXZyic les. trois dernières font perpeiv* 
diçulaires à ce même plan» 
.. Qr oa peu|, p^rcç qui a été enfeîgné (saaj^ 

Ri 
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réduire les troU; forces HN ^ F.V^LMk va^ Ccdê 
qui fera auflî 4^sleplanXZ. JEtp^ce qui vient 
fl^étre dit C^f^}} on peut réduti^ 1^ trois for^e^ 
HO, F.S^ Ll,k utie (eule ,. qui fera pçrpendiç4lab9 
pi^ pUn XZ^ Donc çn g^^ral, guelficf mmhrt 
(U forces que Von au.^& quelques iUrcSions que ces 
forces pidjfent nvoir ^ on peut toujours les rdiufre à 
(Uux tout au fias 9 Vme dirigit dans fqi fl(ut connu ^ 
Ç^ Vautre perpejidiculfiire à ce fUau 

22jf. Quoi<|ue la démotïftratioii de cette pro- 
poGtipn ne paroifle applicable qu^au cas où toutes 
les forces rencontrent le plan XZ qu'on a choifî, 
il eft cependant facile de voir qu'elle a généralement 
liçu« Car 6 on conçoit qu'après avoir réduit à deux^ 
toutes les forces qui rencontrent ce plan^ on vient 
f, changer la pontion de ce dernier ^ fans qu'il cefle 
de rencontrer ces d^ux réfultante^, (ce quç Ton 
peut toujours} alors on pourra toujours lui trouver 
une poGtion propre à rencontrer les direâions de 
celles qui lui étoienf d^abord parallèles^ 

^26. Il n'^en eft donc pas des forces dirigée! 
llans différens plans ^ çonsme de celles qui font 
foutes dirigées dans un même plan. Cellei;-ci peuvent 
toujours être réduites à une feule ^ ainfi que nou^ 
l'avons vu. Mais celle$-là fe réduifent à deux, qui 
fi9 pÇ»Yçnt|tre réduites .^iiijefetile, cjue 4anj I« 
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tas où la réfultante des forces qui agiilmt dans le 
plan X^Z-, fencontreroit celle des forces perpen* 
dfcttlaîres au miÉtHe plafi. 

2^7. On peut donc 9 par ce moyen , trouver 
les deux r^fultantes de tant de forces que Ton voudra^ 
lorfque ces forcei font dirigées dans des plans dif« 
férens. Mais quoique ce moyen puiflè être utile 
dans beaucoup de cas ^ il n*eft cependant pas le 
plus commode pour la réfelution de beaucoup de 
q^eftions i c*eft pourquoi Qous allons en enfeigner 
un autre. 

Soit donc P ( Jig. 51 ) Tune «quelconque des 
forces propofées yicABh ligne qui peut la repré- 
fenten Soit X m point fixe quelconque ; X Z , 
XYj Xr, trois droites perpendiculaires entr'elles. 
Si fur AB ^ comme diagonale , on forme le paral- 
lélogramme reâangle ADBCy dont le plan foit 
perpendiculaire au plan V XT, & dont le côré B C 
foit parallèle à' X Z ; qu enfiiite fur B D comme 
diagonale, on forme le parallélogramnle reâangle 
DFBE dont le plan foit parallèle au plan YXT^ 
6c dont les côtés B F, B E Xblent parallèles aux 
droites XT, XY; il eft clair i^ qu'à la force i4£, 
on peut fubftituer la force B C parallèle à XZ ^ 
ou perpendiculaire au plan YXT, ft la force BD 
parallèle à ce mémo plaiî, a^ Qu à cette force BD ^ 
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on peut fubflîtuer la force BE paral(i^Ie ïX^^o^ 
perpendiculaire au plan ZXT, j^ la force BP 
parallèle à XT ou perpendiculaire au. plan ZXYi 
en forte que la force P ou ^ B , fe trouvera à&^ 
irompofée en trois forces parallèles fi trois' lignes 
perpendiculaires entr'elles ^ ou , ce qui revient au 
incme, fe trouvera décompofée en trois forces per^ 
pendiculaires à trois plans qui feront perpendiculaire^ 
çntr'eux. 

Or 9 ce que nous difons ici de la force F^ eft 
lîvidemment applicable à toute autre force qui nç 
fera point perpendiculaire à Tun de ces trois plans* 
Ppnc fi Qn congpit pûtes les forces telles que P y 
^infi dççompofées , & qu pn réduife enfuite à unç 
feulç , par la métho4e dpnn^e ( 223 ) , toutes lef 
forces pçrpendicplaire$ au plan Z^T ; qu'pn faffe 
]a meiQe chofe pqur Ijps forces perpendiculaires a^ 
pli^n ZXY; ^n^n la même çhof^ pour les forces 
perpendiculaires au plan y XT, on yoit qu'on pourra 
pujours réduire tant de fo|:ces que Ton voudra « 
dirigées d^ns di^éren$ plans 4 trois forces perpen^ 
(liçul^iries ^ troi$ plans qui feraient perpendiculaires 
entr'eu3(« Tels font les principes généraux de \^ 
pou^ppIitLon $c. d^ la déçompofîtion des fQrççsi, 
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Des Centres de gravit/, 

I228. Avant (jue de nous pccuper des effets 
particuliers que peuvent produire fur les machines ^ 
ou en général fur les corps d^une ftrudure & d^une 
matière iponnpe^ les forces dont nous venons de 
çoniidérer le$ prppriét^s générales ^ il faut nous 
arrêter fur les centres de gravité , dont la connoif* 
fance importe beaucoup pour la détermination des 
mouy^mens dont ces paçhinçs ou ces corps peuvent 
être fufceptibles» 

Rappelions-nous, que no\is avons dit C 171 ) 
que les direâions fuivant lefquelles la pef^nteur agit 
(ur les particules matérielles d'un corps, font pa« 
rallèlfss ; & que cette force tend à communiquer à 
chaque partie de iQati^re, I9 même vîteiTe dans le 
même temps. 

^ 22^. On appelle centre de gravité d*un corps, 
ou d*unj5'7î^'nedecorps, (c*eft-à-dlre d*un affem- 
blage quelconque de corps ) le point de ce corps 
par où pafler la force réfultante des forces particu- 
lières dont chaque partie de ce cor{^ ou de ce 
fyHéme feroit animée par Taâion naturelle de la 
pefanteur , dans quelque fituation qu'on mette ce 
corps y ou ce fyftéme. 

faf çxegiple, û ig^as la pofidon aâadle di| (risiDgiQ 
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JtB C (fig. f 1 j la force réfuldmte des affioos de \k pe(jui«' 
teur for coaces lt% parties de ce triangle , paflè par on certaiii 
poinc C de la furfâce/ & qae dans une antre firuadoa ahç^ 
e)Ie pailè encore par le même point C » ce point C s'appelle 
le centre de gravité* Noos verrons dans peu , que cette ré« 
lUiaate paflè toujours par le même point » dans tontes les 
fimations poffibles du corps. 

2304 La détermination de ce centre eft facile.^ 
tpris ce que nous avons dit fur Tufage des momeas 
pour trouver la réfultante de plufieurs forces pa* 
rallèles. 

En effet, foîcnt M^ H, P (Jig. 5*3) tant de 
corps que Ton voudra, dont (pour ce moment) 
nous confidérerons les ma({es comme concentrées 
W3f. points By Ay C que nous fuppoferons d'abord 
dans un même plan. Soitp la vîtefTe que la pefanteur 
tend à imprimer à chacun dans un indant , & qut 
(171) eft la même pour chacun. Alors p x Af ou 
f M y p Ny p P feront les quantités de mouvement , 
ou les forces avec lefquelles ces corps tendent à (c 
mouvoir fuivant les direé^ions parallèles C^ C, B^'B^ 
A^A^ Or, fuivant ce que nous avons dit (219 ), 
pour avoir la pofition de la force réfultante , il faut 
prendre la /omme des moxpens à Pogard d'un point 
quelconque T pris fur une ligne perpendiculaire i 
çtx direâions, & divifer cette fomme, par la fomma 
des forces; on aura donc, pour la valeur de )a 
4Utançe TG^' i laquelle pafTe çqtte réfultante ^ on 
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.. . -,^„ pMxTJl»+pitxTA''-hp PxTC ' 
Wra.di$-,e, TC'^. - jf^*vN^pP > 

qui y en fupprimant le faâeur commun ^ , . fe réduit 

menant les lignes BB'^ A A*, CC parallèles i TG*, 
& terminifes k la verticale J C; imaginant de plus^ 
que le point G pris fur la direâlon. de la réfuU 
tante , eft le centre que nous cherchons^ & menant 
C& auffi parallèle à T&' ^ on a TG'' = C'C, 
TB'' =r BB\ TA'' = AA\ TO' == C C 5 

tfonc G<y =8 — -* jj^^4.^^^^ > 

c'eft4i-dire, en reftreignant le mot de momens, ic 
p entendant par ce mot , que le produit de la malIW 
4'un corps par fa diftance à une ligne droite* 

La dijiance du centre commun de gratuité Jk 
fUiJîeurs corps , à une ligne droite » fe trouva tsi 
^ivifant la femme des momens de ces corps, (p^ 
par rapport à cette ligne ) par lafomme des majjh. 

Concevons maintenant que Ton renverfe lo 
fyft^nBe dçs corps M, N, P, en forte que la 
ligne TA'' qui étoit horizontale , devienne verticale» 
U au contraire pour la ligne TC ^ alors on dé« 
inootrera de même, que pour avoi; la diftanqi 
de la réfuf tante y à la ligne T A^' qui eft alors ver« 
tscale y il faut prendre la fomme des momens \ 
^^^à. 4ç T^% ^ divifçi: «Ite (omme, par çeUe 
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des mafTes. On aura dooc^ de même •••«••• 

^'G = — [ — MZfnrçr? • ^^ «y^nt 

déterminé les diftances de G aux deux lignes fixes 
& connues Ti^'^ & TCy il cft évident que la po- 
fition de ce centre eft connue , puifque les diftances 
BB\ BB'\ AA' , AA\ &c. font connues, 
attendu' qu'oii eft maître de prendre, par-tout 
où Ton voudra, le' point T par où on mène 
TA' & TO, 

a,yi. Si les» diftances AA^\ BB*' , &c. font 
chacune zérOj* c*eft-à-dire, fi tous les corps font 
fur une même ligne droite TA^'i alors la fomme 
4es momens , par rapport à cette droite , eft zéro ; 
donc la difta^nce G C eft aujfi zéro. Donc Ji plu*** 
/i^urs corps conjidérés comme des points^ font fur 
une mime lign^ droite , leur centre commun de grctr, 
vite eft aujji fur cette même ligne droite^ 

232. Si Ton menoit les lignes TA'' ^ & TC^, 
de manière que Tune ou l'autre , ou toutes deux , 
fe trouvaflent avoir des corps de part & d'autre j 
alors, au lieu de la fomme des momens, il fau- 
droit dire la fomme des mon>ens des corps qui fe 
trouvent d'ii^^ôté, moins la. fomme des momens 
des corps qui fe. trouvent de Tautre. Quant au dé;- 
nominateur de la fradion qui exprime la diftanc* 
du centre de gravité , il. fera to ujqurs com pvofé de 
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la (oninie des mafTes , parce que toutes les forces de 
ces ûiaiTes , en vertu de la pefanteur , agiifent toutes 
dans le même fens. Cela e(l général pour quelque 
nombre de corps que ce foit ^ qui étant confidérés 
comme des points , font tous dans un même plan. 
Et tout cela eft une fuite de ce qui a été 
dît (2ip). 

Les lignes TA\ T A' Rappellent Axti des 
Momtns. 

253. Si Ton conçoit maintenant que le point T 
que nous avons pris 'd'abord arbitraii'ement, foit 
fur le point G; alors G G Se GG'^ deviennent, 
chacune 9 zéro. Donc la fomme des momens par 
rapport à 7 C, & la fomme àts momens par rap» 
port à TA'\ doivent alors être zéro, chacune. 

254. Préfentement, je dis que fi la fomme des 
momens de plufieurs corps , par rapport à la droite 
RS qui pafTe par le point G (Jig. 54)^ eft zéro ; 
& s'il en eft de même de la fomme des momens , 
par rapport à la droite PQ perpendiculaire k RS, 
& qui paiTe par le même point G ; la fomme des 
momens par rapport à toute autre droite MN 

/pafTant par le même point G, feraauffi zéro. 

En effet, ayant mené les perpendiculaires A A^^ 
A A\ A A'^ fur les lignes V(l,KSy MN: fi Ton 
fuppofe que le point left celui où ^4^' rencontra 
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M Ni \ê triangle reâangie G^I, donnera fîrf. GtAé 
ou coC PGM i GA' ou AA^' t: Cm PGAi 

AA"6n.PGJkr ^ . .^ - « 

^A"Cm.PGAf -s .. , . < 

.^ I^^^/ ^ cof.p'c^ .Ordanslettiangfe 
iwâaiJgle /^ A'" , on aura (enfappofant le rayon = i) 
B '.JI a fin. ^41.4'" qu coC PGM j ^^4'"; 
donc AA"' =* AI X c(jC PGM» c'eft-à-dire, 
AA'" ^ AA'xcaùPGM,^ A A" fin. PG Af j 
^ bar conféquent en multiptiant par la mafTe A, 
on aura 1« marnent AxAA'" = Ax AA' x 
coC PGM— AxAA" fin. PCMî ceftàdire 
que le moment du corpi At^i. l'égard de lajte 
Jlf N, eft égal au cofinus de l'angle PCÎ Af mul- 
tiplié par le moment l l'égard de Taxe P Çl» «oini 
le finu» du même angle PGM, multiplié par la 
ïnoment à l'égard de Taxe RS. 

Or il eft fecile de voir que la même chofd 
aura lieu à l'égard de tout autre corps , à la dîÉFé' 
ieoce des fignes près, félon que les corps feront 
4*un même ou de différens côtés de MN. Donc 
i! oa fait une fomme de tous les mowens i l'égard 
cle l'axe MN, on trouvera qu elle cft égale au 
cofinus de l'angle 'PGM, multiplié par là fomme 
^^ toômens à l'égard de J> Q, moiw le Cnus de 
l*aûgle PGM, toUltipUé pat la fomme des mo- 
i»*te i regard dfc K S. Cr chacune de ce^ deuit 
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'dernières fommes eft zéro, par la fùppofition; donc 
leurs produits par le cofinus 5c par le finus de 
VdnglePGM, feront zéro; donc auffi la fommc 
des momtns à Végard de Vaxe qutlconque M it 
paffimt par le centre de gravité G 9 tjl lero. 

25 y. Concluons donc de-li que Paâion réful- 
tante de toutes les aâions particulières de la pefanteur 
fur chacune des parties d'un fyftème de corps, palfe 
toujours par un ménie point de ce fyiléme » quelque 
f>o(ition que ce fyftime puifle avoir; car ce n'eft 
que par rapport à la direâton de la réfultante que 
Ja femme des momens de plufieurs forces paral- 
lèles 9 peut être zéro. 

Au refte $ quoiqu'il n^ait été queftion jufqu'ici » 
que des corps dont les centres de gravité font dan^ 
un même plan , cela ne s'étend pas moins au cas 
où les parties du fyftéme font danà différens plan$ : 
c'eft ce qu'on va voir par ce qui futL 

23 6. Si les corps 9 toujours conCdérés comme 
des points 9 ne font pas dans un rtême plan, on 
concevra un plan horifontal XZ (Jig. 4P ) ; & dé 
chacun des poinu peiàns P, Q^ S^ on imaginera , 
les verticales fA^ Qfi, SC; le pour déterminer 
le point £ par où paiTe la réfultante RÈ dam la 
direétion de iaqudle doit être le cenïré dé gravité ^ 
•n pTendra^223) les momens par rapport à deux 
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droites fixes TX, TZ prifes dans le plan horîfonial 
ZX, 8c perpendiculaires entr elles) 06 prendra ^ 
dis-je , la fomme des momens , comme fi tous lè^ 
côrpy étoient dans ce plan •horifontal; & ayaat 
divifé chacune de ces deux fommes de momens , 
par la fomme des mafles P , Q, S , on aura les 
deu^c diAances E^ E, E'^E. ïl ne fera donc plus 
queftion que de trouver à quelle diftance E G au« 
delfous du plan horifontal XZ ^ fe trouve ce centre. 
Or fi l^on imagHie la figure renverfée , de manière 
que le plan XZ devienne vertical, 8c ZV foic 
alors le plan horizontal; on voit, par le même 
principe, que pour avoir la diftance EG^ corref- 
pondante & égale à la hauteur cherchée E'G, il 
faut prendre la fomme des momens pat rapport à 
Z T, comme fi tous les corps étoient dans le plan 
ZV9 8c divifer cette fomme des momens par la 
fomme des mafles; alors on a tout ce qu'il faut 

pour déterminer la pofition du Centre de gravité. 

♦ 

237.t>onc, pour récapituler ; la recherche du 
centte de gravité fe réduit. 

i^. Lorfque tous les corps conCdérés, comme 
des points, -font fitués for une même ligné droite 
ifiS* SS)i ^ prendre la fomme des momens par 
rapport à un point - fixe F. pris arbitrairement fur 
cette ligne, & diviier cette fomme par la fomme 

des 
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des tna/Tes} le quotient^ eft la diftaace du centre 
de gravité G 5 à ce même point F^ 

2.^, Lorfque tout les corps confidérés ^ comme 
des points, font tous dans un même plan; on ima^ 
ginera par un point T (Jig. ^ 3 ) pris arbitrairement 
dans ce plan^ deux lignes TA^^^ TA' perpen**» 
diculaires Tune à Tautre ; & ayant mené des per- 
pendiculaires 5 de chaque point pefant , fur chacune 
de ces deux lignes ^ on imaginera que ces points 
pefans font appliqués fucceifîvement fur la ligne 
TA^\ & fur la ligne TA' , chacun au point où 
tboutit fa perpendiculaire. Et Ton cherchera^ comme 
dans le cas précédent , quel eft alors le centre de 
gravité G'' fur TA'' ; & quel eft le centre de gravité 
GVfur TA'; menant enfin par ces deux points , les 
lignes C'G'y Q^G parallèles à TA' & TA\ leur point 
de rencontre G fera le centre de gravité cherché, 

3^. Enfin 9 lorfque les corps confidérés , comme 
des points 9 feront dans dififérens plans, on ima- 
ginera trois plans ; Tuu horizonul (Jig. 4.9 ) & les 
deux autre» verticaux , & perpendiculaires entr'eux. ^ 
De chaque point pefant, on abaiifera une perpen-* 
diculaire fur chacun de ces plans ; on prendra U 
fomme des momens, par rapport à chaque plan, 
& dîvifant chaque fomme , par la fomme de^ 
maiTes, on aura les trois diftances du centre de 
gravité , à chacun de ces plans. 

Micwiqw* L Pan. S 
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Sur quoi , il faut toujours fe fouvenlr que quand 
quelques-uns des corps fe trouvent de dllFérens 
côtés du point , ou de la ligne y ou du plan , par 
rapport auquel on confidère les mouvemens ^ il faut 
prendre avec des fîgnes contraires ^ les momens des 
corps qui fe trouvent de différens côtés. 

238. Plaçons ici une obfervation qui fuit im- 
médiatement de ce que nous venons de dire, & 
qui peut abréger , dans pluGeurs occafions , la 
détermination du centre de gravité , & d'autres 
recherches. 

Puifque la diflance du centre de gravité efl 
égale à la fomme des momens ^ divifée par la 
fomme des m alTes y fî le point , la ligne , ou la 
plan par rapport auquel on confidère les momens^ 
paife par le centre de gravité; cette diflance étant 
alors zéro , la fomme des momens doit donc aufli 
être égale à zéro. Donc , en général , la fomme dit 
momens par rapport à tel plan que ce foit , qui - 
pajfe par le centre de gravité^ eft léra. 

259. Jufqu*ici nous avons confîdéré les corps 
comme des points; Se nous avons vu comment 
on détermine le centre commun de gravité de tous 
ces points , en quelque nombre qu'ils foient. Or 
' un corps d*un volume & d'une figure quelconque, 
n'étant autre chofe que Taflemblage d'une infinitc 
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d^atittes corps ^ ou parties matérielles, que Ton peut 
confidérer comme des points^ il s'enfuit donc que 
par la même méthode on peut déterminer le centre 
de gravité d*un corps de figure quelconque; & 
nous allons en voir diverfes applications dans un 
moment. 

Et puifque le centte de gravité n*eft autre chofo 
que le point par où palTe la réfultante de tous le^ 
efforts particuliers que font les parties d'un corps 
pour obéir à leur pefanteur; que d^ailleurs cette 
téfultante eft égale à la fomme de tous ces efforts 
particuliers ; concluons-en quon peut toujours fup-* 
pofer tout le poids d'un corps réuni à fon centre 
de gravité 9 & que ce poids y feroit le même 
effet qu'il e(l capable de faire fur ce point, dans 
fa diftribution aâuelle fur toutes les parties du 
corps. 

240. Donc lorfqu^on aura à trouver le centre 
commun de gravité de plufieurs mafTes de figures 
quelconques , on comniencera par chercher le centre 
de gravité de chacune de ces mafTes , ce qui efl: 
facile aôuellement. Puis, confidérant le poids de 
chacune de ces mafTes comme réuni à fon centre 
de gravité, on cherchera le centre commun de 
gravité, comme fi tous ces corps étoient des points 
placés à l'endroit où chacun a foa centre de gra« 
vite particulier. 
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2^1. Donc tout ce que nous avons dit jufqu'Ici , 
fur le centre commun de gravité de plufieurs corps, 
confidérés comme des points ^ a également lieu pour 
les corps de figure quelconque , en prenant , dans 
l'évaluation des momens , pour diftance de chaque 
corps 9 la diftance de Ton centre de gravité parti* 
culien 

242. Donc Ji plufieurs corps , de quelques figures 
qu^ils foient , ont leurs centres particuliers de gravité 
dans une même ligne droite , ou dans un même plan; 
leur centre commun de gravité fera aujfi dans cette 
même ligne droite^ ou dans ce même plan. Cela fe 
démontre comme on Ta fait (23 1). 

243. Venons aux applications» 

Soit AB (fig» fO ^^^ ^'S^^ droite uniformément pe- 
fante ; il e(l évident que Ton centre de gravité eft dans 
fen milieu* Mais fi on veut favoir comment on le détermi- 
neroit d'après le principe des momens » voici comment on fe 
-conduira» 

Il faut concevoir cette ligne partagée en une infinité de 
parties telles que Pp ; multiplier chacune par (à dKlance i un 
point fîxe^ par exemple , par (à diftance à l'extrémité A; 
prendre la fomme de ces produits , & divifer le tout par la 
fomme des parties Pp^ c*e(V-i>dire , parla ligne A£, Nom* 
mons donc AB9 ai AP^ Xf nous aurons Pp:=sdx; le 
moment de Pp fera xdx, qu'il faut intégrer pour avoir la 

Tomme des momens ; cette fomme fera donc — i. ; 8c pou 
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FaVoir dans toute l'étendue de la ligne, il faut fuppofèr xcsdi 



tf* 



on a donc <^-*- pour la (bmme totale des momens ; divj(ànt 

donc pat la fomme a des maflès > on a — » pour la diflance 

du centre de gravité au point A. Ainfi, le centre de gravité 
d'une ligne droite unifotoément pefànte^ eft dans £>n mi- 
lieu ; ce qui eft d'ailleurs évident. 

X44. Donc i^« pour avoir U centre de graviU du comou^ 
£un polygone quelconque (fig* 57) , il faut du milieu de ch^ 
que côté, mener des perpendiculaires fur deux lignes fixes AB^ 
AC^ tirées dans le plan de ce polygone;. & confidérant te 
poids de chaque cô;é , comme céuni au milieu de ce côté ^ 
chercher le centre commun de gravité de ces poids, comme, il 
a été dit (130). 

94f. i*« te centre^ de grnvité de ta furface dun j^&raUé^ 
logramme quelconque^ tfi:au milieu de la ligne qui joint les 
milieux de^deux côtés oppofe's* Car en concevant le parallélo* 
gramme compofô de lignes matérielles parallèles* â ces deux 
côtés,, chacune aura fon centre de gravité fur la ligne qui paflè 
par les milieux de ces deux mêmes côtés. Le centre commua 
de gravité de toutes ces lignes fera donc (ùr cette même ligne* 
11 fera d'ailleurs au milieu , puifque cette ligne confîdérée commû 
chargée de tous ces poids , eff uniformément pefànte. 

%46, i^é^ P^ours avoir U centre de gravité de la fârfitcé 
£un uianglê ABC^ {fig. %%) il faut du fommet Ay mené» 
an milieu D du côté oppofé £ C la droite AD ; U {irendce ^ 
i compter du point D, la partie DG^=z\ AD* 

£q etFet, la droite A,U qui divifè ^C en deux paresei. 
égdXçt au point D y^ dif ifera. auffi en deux pa/ties égaks 4 
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cenrre de gravité de la Tuiface de toac {blide terounc pif 
des fttrfiices planes. 

s 4^. Au refte, il n'eft pas toa{oors néceflaire d*avoÀT tt^ 
• cours aux momeos , pour aouTer les centres de gravité* Par 
exemple ^ s'il s'agîflbic de trouver le centre de gravité du con- 
tour du pentagone régulier ABCDE (fig* ^l) je mènerois 
de l'un A Aes angles, une droite AF zxl milieu F du côté 
oppo(2 CD* J'en mènerois pareillement une féconde , de Taii- 
gle E^ au milieu du côté oppofê BC ; rinterfeûion G de 
ces deux lignes (èroît le centre de gravité* 

En effet, le cenrre commun de gravité des deux c6;és 
A B ^ ^E, eft au milieu c de la ligne ha qui paflê par 
leurs milieux; cela eft évident. Le centre commun de gravité 
des .deux côtés BC^ DE y eil par la même raifon, au mi- 
lieu e de la ligne Jd qui paHe par leurs milieux. Enfin le 
côté CD y a Ton centre de gravité en F» Or il efl facile de 
voir que la ligne A F pafTe par les milieux o^ e^ & F; elle 
.pafTe donc par le centre commun de gravité des cinq côtés; 
un raifonn émeut femblable , prouvera que I E paflê aufli par ce 
centre ^ ce centre eft donc â Tinterfedion Cydt A F ic de / £, 

«50. En rai{bnnant comme nous l'avons &it pour le trian« 
gle , on prouvera que le point G eft aufli le centre de gravité 
4e la fur&ce du pentagone régulier. 

Et en général, on prouvera de la même manière, ^ue le 
^ntre de gravité du contour, ainfi que de la fur&ce d*ua 
polygone régulier d'un nombre de côtés impair , eft au point 
d'interfeélion des deux droites dont chacune eft menée de l'un 
iXi tQglcs , an milieu du çÔcé oppofé« Et lorf^ue le Qombre 
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Jes c6ih eft pair, ce centre eu an point d'inter&âion de deux 
lignes menées par les milieux de àcvoi côtés oppofés ; d'od l'on 
conduroit^ s'il en étoit be(bin, que le centre de gravité delà 
circonférence & de la fnr&ce d'un cercle, cft au centre» 

Quand le nombre des lignes , Cirfàces , corps , &c« dont on 
a a trouver le centre commun Je gravité ^ n*eft pas confidé- 
rable, on peut (aire u(àge de ce que nous avons dit (lo^ 5c 
107^* Par exemple, foient trois points A^ B ^ C (fig. 6%) 
qui foient les centres de gravité de trois lignes, ou trois furfàces, 
on trois corps ; dont les poids font repréfentés par les malTes 
Afj N,/*. Ayant joint deux de ces points C Se B j par la 
ligne B C y on partagera B Ctn U y dt manière que Ton aie 
A^: F : : CDiBO, ou N-^P : N : : CB î CD ;U point 
D (èra le centre commun de gravité des deux poids P Zc N, 
On mènera enfuite D A i Se imaginant la totalité N-hP des 
deux maflès N Se P raflfemblée ca D yOn partagera , de même, 
UAi en raifbn inverfe des deux maflès JH Se A'^-h P i c'cft- 
j-dire, de manière que A^H-^ : M : : AE : D EyOa que 
A^-h P-^JU :M: :AD:DE; le point E fera le centre 
commun de gravité des trois poids My Ny F. On continuerojt 
de même pour un plus grand nombre de corps. 

1^ I. Concluons, de ce qui précède, que Ton peut avoir facile» 
ment le centre de gravité de la furfacc 5c de la (blidité de tout 
prifme Se de tout cylindre. 

En efièt, il eft évident que ce centre doit être au milieu de la 
ligne qui paflê par les centres de gravité des deux ba(ès oppo- 
fées; puifque ces corps font compofôs de tranches parfaitement 
égales 5c femblables à la bafe , que l'on peut considérer comme 
entant de poids égaux uniformément di/lribués lùr cette 
ligne. 
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içi. Pour avoir le centre de gravité G JPune pyramide 
triangulaire S ABC {fig, 63) il fkuc, du (ommet, mener au 
cenrre de gravicë F de la baie, la droite SF, ^ prendre fur 
ccrrc ligne, à compter du point F ^ la partie FG =1 i S F» 

En voici la rai(bn. Du milieu D du côté jé B ^ menons 
rC, DS, 6c ayant pris VF^^CD, ScI>E=\ DS,lc9 
points F Se E ferom les centres de gravité des deux triangles 
jiBC^ ASB. 

Cela pofë , fi Ton conçoit la pyramide , compose 4p plans 
matériels parallèles i AB C^ la ligne S F qui paflè par le 
pomc F de la bafe , paflèra , dans chaque tranche , par un 
peine qui (èra placé de la même manière dans cette tranche, 
Ain(î y les centres de gravité particuliers de chaque tranche 
fb« tous fur la ligne S F* Par la même raifon, les centres 
^e gravité particuliers ècs tranches parallèles à ABS^ dont 
oit peut imaginer que la pyramide efl compofée, (bat tous 
£ir EC. Donc le centre dt gravité de la pytamide, eft au poinr 
C ^ où les deux lignes FS^ Se E C Ce coupent. Or fi Ion 
iDcne FE, elle fera parallèle à CS, puifqueZ>-F étant le 
tiers de PC, & Z> JE, le tiers àc DS ^ ces deux lignes Z> C 
ArDXfbnt coupées proportionnellement. Les deux triangles 
FEG, GCS feront donc femblablcs cntr'eux, & il en fera 
éff n»cmc des deux triangles D FE , D CS; on aura donc F G: 
C S : : F E : es : : D F : D C : : i : 3 ; donc FG eft le tiers 
èc GSy 6c par conféquent le quart de F S, 

m 

i^j. Comme on peut décompofer" tout folide 9 en py* 
rant^ides triatxgulaires ; connoifant eâuellcment le centre 
et gravité d'une pyramide triangulaire, il eft facile, à Taidc 
ics moracns^ de uotivcr le centre de gravité d'un corps quel- 
conque. 
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1^4. Telle eft la maDière générale de trouver les centres 
ic gravité des figures , ou des corps , dont les parties (ont in- 
dépendaj3tes les unes des autres , ou du moins , iorH^u'oa 
n'a point Texpredloo de la loi qui les lie les unes aux 
autres. 

Mais lorfquc les parties d'une figure ou d'un corps ont 
rntr'elles une relation que Ton peut exprimer par nue 
équation , on peut alors trouver le centre de gravita 
À'uufi manière beaucoup plus £icile. En voici des exemples» 

syy. Çu*il s'agifle d'abord de trouver le centre 
de gravité G , d'un arc quelconque de courbe A M 
ifig» 64), on imaginera Tare infiniment petit Mm; 
& Ton prendra pour axe des momens une ligne 
quelconque CN parallèle aux ordonnées que je 
fuppofe parallèles entr'elles. Je fuppofe de plus 
que la diflance de C à l'origine A des abfcifles 
foît = b. Pour avoir la diftance G g du centre de 
gravité à Taxe CiV, il faut prendre la fomme des 
momens des arcs Mm, par rapport à Taxe CN , 
ic la divifer paria foipme des arcs Mm; c*e(l-à- 
dire, par Tare A M. Or Tare Mm étant infiniment 
petit 5 la diftance de Ton .milieu n, à la droite CN ^ 
doit être réputée égale à MN. On aura donc Mm 
X MiVpour le moment de ce petit arc. Mais ca 
nommant aP ^ x; PM, y; on a C73) Mm 
— pr(^dx'-^dy^) & MN=zCP = b — x;' 
dpnç (A — ^)y^ {dx^ ^dy) eft le moment du 
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petit arc Mm; 8c par conféquent / (5 — *) 
l/" (d:^ -+■ i/), ou l'intégrale de (b — *) 
f/" {dx* -i~ dj*) eft la Yomme des momens de 
tous les arcs infiniment petits Mm y dont l'arc A M 
eft compofé. On a donc Gg= f l'-*)>f(dx^-^dy^^ 

Quant à Tare /^Jtf qui divife, dans cette quantité; 
nous avons donné (73) ta méthode pour le déter^ 
miner exaâement, lorfque cela fe peut; & (8j) 
celle de le déterminer par approximation* 

Par un ralfonnement femblable, on trouvera que 
la diftance G g' ^ du centre de gravité» à Taxe A? ^ 

eu -^^ . 

Ce font-Ià les formules générales qui fervent à 
déterminer le centre de gravité d'un arc quelconque 
de courbe. 

• 

ay6. Si Tare dont on veut avoir le centre de 
gravité, eft compofé de deux parties égales & 
femblables AM^ A M! ( fig. 65") fituées de part 
& d'autre de Taxe des abfciires ; alors il eft évideat 
que le centre de gravité G, fera fur la droite AP ; 
il ne fera donc queftion que de trouver fa diftance 
au point C Or il eft clair que les momens des 
deux arcs Af m» M^m\ à Tcgard de Taxe N Ki 



» ^ 
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«Stant égaux, la dîftaoce CG fera alors égale à 

h ■ I ■ Il ■ Il I * I . I \m I ^ 

MAM' 
Par exemple y que Tare M A M* foit an arc de cercle,^ 
on avta ys= ^(nx— ' xx^y a étant le diamècre. Oa 
trouvera làdkinem, & nous l'avons déjà vu (57} que 

V( ^*' -f- ^y* ) = — 77 • ^o ^"'* o^nc' 

V( tf JP— 5PJC 

tf/(J — ») <fx (tfjc'— jex) *• Suppofoûs , pouiç 
plus de (Implicite , que le point C foit le centre > alors 
^ C s= ^ =3 ~ tf : nous aurons donc » y^ ( * -" * ) 



I 



4 JVC «* — wx ) (6^) ; intégrale â laquelle il n'y a 
point àe confiante â ajouter, parce qne^ lorfque x c=r o 
elle devient zéro , ainfi que cela doit £cre. v_pni(qa'alort 
la (bmme des momens eft évidemment nulle* ^ 

Nous avons donc enfin xf {h — x )dx •( </x* 4- i/jr* ) 

s== tf /( 4ZJC — XX ) ; & par confôqaent • 

^^_ aV(ax^xx ) _ {ax x V (ax-^xx) CAxMM' 
MA Al' MA M' "^ M A M' ' 

ce qui donne cette proportion , JkfA M' : M Ai' : : CA i 
^ C , qui nous apprend que la £ftance du centre £un cercle , 
uu centre de gravité de l'un quelconque de fes arcs y efi 
quanUme proportionnelle à la longueur de Varç^ à fa corde ^ 
trou rayon* 

On peut appliquer ces formules à toute autre 
courbe ; nous paffons aux centres de gravité des 
furfâces planes terminées par des fignes courbes» 
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a^j. Si Ton demande le centre de gravît^ d<f 
la furface APM {fig. 66) ; nous fuppoferons que G 
repréfente ce centre. Il*faudra , pour avoir la dif* 
tance G g, prendre la fomme des momens des petits 
trapèzes M P m />, par rapport à CN, & la divlfer 
par la fomme de ces trapèsies ; c'eft- à-dire , par lef- 
pace APM. Or le centre de gravité i de ce petit 
trapèze doit être au milieu de la droite nk également 
éloignée de Af-P & de mp; milieu que Ton peut 
fuppofer être celui de Af P, à caufe de la hauteur 
infiniment petite Pp; on aufa donc la diftance i l 
sssCP; ainfi le moment de PpmM, à 1 égard 
de NC^ fera Pp m MxCP; ceft-à-di/e Hb — x } 
yixy en appelant toujours CA^ h; & AP ^ «. 
Donc la fomme des momens fera f{b — x^y dx, 

& par conféquent la diftanee G g fera ^ \^pli ^ 

On trouvera de la même manière, ^que la dif« 

35*8. En général , on trouvera de la mêm« 
manière , le centre de gravité de tout efpace plan ^ 
f n le décompofant en trapèzes infiniment petits. 

Par exemple, s'il «'agit du triangle ANN' (fig.é?)^ 
OD prendra la bafe N A^' & la hauteur ^ C pour axes 
ia momens; & nommant AP,x ; MNP^y; 8c AC,h; 
on aura MlPm'm^ydx: & le moment de ce tra- 
pbe à i'éguà ie AT ^ , fera {t^x)jdx. En font 
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^\\t la dinance G g du centre de gravité â la bafè, (en 



J(b-x) ydx 



m Ot & Ton nomme € la balè, on a 



A M M* 
AC.APii UN' MU'\ c'cft-à-dirc, o\x\\c\ y=~^ 

cxdx 
donc f{h — x)ydXf deviens / (3 — x) — r — , oa 

/— (hxix — ATM^ff J, qui vaut -j- ( — j^ — — -— j 



C5C* 



t)u j^ — (3 3 .— i«;. Or la furface AMiff cft 

6 P 

MM' X ^P ^** . j u JA j 
ou r— ; donc la diftance du centre dt 

gravîcé , eft --, ou}(3*— i*), qui, 

lorfque x == h , devient y h. Donc C ^ == | 3, Or 
Ç\ l'on mène la ligne AGL^ les triangles (èmbkbes 
ACLy GgL donnent LG : /.il :: Gg : ^C:: y 3 : > 
: • I : 3 3 donc £G .= j- LA, ce qui s'accorde avec ce 
que nous avons démontré ( 146 ). 

^S9' Appliquons maintenant les formules aux 
fignes courbes. 

Suppofons que APM {Jzg. €8) eft une portion de cercle 
dont le diamètre cfï ûy 5c que le point C efl le centre; ce qui 
donne h = ^a. Nous aurons y s=z v' (^ax — xx). La 
quantité f{h — ») ydxj devient donc/( {a '^ X ) dx 

V{ax — xx)y ou /(îd — x) dx {ax — *55? * qui 

{66) eft intégrabk , & a pour intégrale { (ax "^ 

l 
XX ) * ; quantité â laquelle il n'y a point de conffauue i 

ajouter^ parce qu'elle cft zéro quand ;ir ss c, ainfi. qu» 



t , 
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2 
ceb ioit itre. Nous avons Jonc Ce^ t ( <^* **J . 

A regard de Gg' y puirqu'ona y *= • (a« — xx) 

or/i (a* — ««) <?i, ou /| . Cax<f« — «» <fjr;, 

.fax* *' \ , . , 

s (— *- "^ ) <«» TT « r j tf — »«); o» a 

S'il s'agic du (égaient eosîer ; comme il eft évident que 
le centre de gravité G {fig* 6$ ) efl fur le rayon CA, 
qui divi(è l'arc en deux parties égales , & qu'il eft i même 
diftance de N N' que les deux centres de gravité particulieis 
des deux demi - fegmens A P M y JE F M^ , on a CC 

\PM^ ^. S, (FM)* _ i^. (M M'Y 

•* APM " • APM "" A9M. J 

■" "^TaFm- * -ÂmWa^^ ce/|.a.d,re , que 

£i diftanct du, centre ttun cercle , au ^enrre i& gravité de la 

furface de tun quelconque de fes fegmens , efi égale au 

douzième du cube de la corde ^ divifé par la furjiue de ce 

fegment, 

1^0* Quant ao centre de gravité d'un feâeur CMA3t 
{fig* ^^) ^° P^^^ l'avoir» en obfcrvant que k centre de 
gravité G du fegment MA1A\ celui G* du feâeur, Se 
celui G^ du triangle (ont tous fur le rayon CA ; que félon 
le principe des œomens , le moment du (èôeur doiç énre égal aa 
iaoment du (ègment » plus le moment du triangle. On a donc 
|CM^4f'xrC'aAr^^^C6-hCJtfJlf xCG". Or nous 

vehont 
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tenons Je trouver C G 7= — ZiVM — ^"^ • " ^^^^ 

tfcangcr en ^^^^ =^ -mJJT ^ ^^^* ^^ ^ 
«yf-^ = f'CP-^'). ii'aiilears, nous (avons que 
€MW = PMx CP^ & (146) que CC" = f CP^ 
en foicc ^ue TiM-M' x €C" k réduit â fPJ/x (CP)», 
SubAitaant donc ces valeurs, on a CM AMI x CC =: 
f PAl' -f- 4 PM X CP^ = \ PM [(Pitf )» -h- (^CPYI 
^= f PMx {^CMYy â caufe du triangle reôangle CPjIf. 

fPii/x (CMy „ 

Donc CG' s= -^ CA) J^ ! m^ — "* '* ^^ furface du 

feaeur CMAJIi\ cft égale i Tare M A M'' multiplié 

par—; donc CC = ^^^. ^ cM ==1£J1jL£^^ 

^ :: MAM "" 

. X MM* X C>^ ^ ^ ^ 1 jn j 

— • Ceft-a-dire, fur la diflanc^ du centré 
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£un cercle , au centre de gravité de Vun quelconque de fes fic" 
teursy èjl quatrième proportiotbielle à Vàrc ^ au rayon ^ & 
mtx deux tiers de la corde* 

On peut appliquer Ids formiilôs a toute autre 
coiirbe, par exemple ^ à la parabole y &c. 

261. Voyons maintenant les furfaces courbes; 
mais bornons-nous à celles des folides- de révolu- 
tion. Alors , en raifonnant comme dans les- articles 
précédens , oii verra que k centre de gravité de 
chaque zone élémentaire , eft dans I axe de révo- 
lution CA {figé 70), & doit être réputé au centre 
P de Tune des ba(es de cette zone^ confîdérée 
comme ayant une épaiifeur infiniment petite. Or 

Mécanique. L Part. J 
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CA — ï A? \ c'cft-i-dirc, que ce centre C, cft au 
milieu â de la bauceiir ^P de ce (ègmenr. Dod l'on 
peut conclure en général , que le centre de gravité <i« 
la furface d'une zone Tphérique , comprife entre deux 
plans ' parallèles » eft au milieu de la hauteur de cette . 
Kone. 

254. Terminons par la recherche âLC% centres 

de gravité des folides. 

« 
Si Ton confidère un folide (/g. 70) comme 

compofé de tranches infiniment minces , parallèles 

entr'elles, & quon reprcfente, en général, pariJ» 

la furface de chaque tranche, & par dx fon épaif- 

feur , on aura s six pour cette tranche j & par 

conféquent s s {h — x) ix pour fon moment 

à l'égard d*un plan parallèle à ces tranches, & 

paffant à une dîftance i4 C du fommet A =^ h. 

Donc en nommant S la folidité ALMM'Ay 

on aura pour la diftance du. centre de gravité, la 

^„anmé f^^^'-"^'" . Or la valeur de S fe de- 
termine par les méthodes que nous avons données 
dans le calcul intégral; & celle àtfssÇh — x)ix^ 
ie détertnmferà , ûuflî , par ces mêmes méthodes , 
lorfqu on aura ,hk valeur de sm en x. On aura donc 
là diftance du centre de gravité par rapport ^ un 
plan connu. On cherchera de la même manière la 
diftaocé de ce centre a chacun de deux sucres plans 
perpendiculaires entre eux & au premier* Mais 
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lious nou$ bornerons i^ci aux folides dont les 
tranches parallèles, ont chacune leur centre de 
gravité particulier fur ' utie, même' ligne droite ^ 
tels c}UQ font les pyramides ^ & les folides de 
révolution. 

1^5. Prenons d*abord les pyramides. Soie donc h , 
]a bauceur AC d'une pynimide qaçlconqyq ifig, 7}); 
X la diftançe. perpendiculaire ^ P d'une tranche quel- 
conque ^' ee la furfàce de la bafe ; on aura ( Géom. \o% ) 
celle de la tranche placée d la diftance je du (bmmet 

1 6 X X 

par cette proportion, bh : xx : : ee : — r-r — \ nouR 

■ C û X X ^ 

avons donc ^ J = — rr — > donc fs s (b ^^ x) 4^$ 
devient f^^---. {hxxdx — x^dx)^ qui revient à 



bb ^ "' ^ ^^ 

/tïL_iSl\ ou Jl^(j^h ^ 3*;. Or la folîdîté 

4ie la pyramide qui a x poi^r hauteur , 9^ s s on - ,, ■* 

éex^ 

pour bafe, eft -rr > ^^'^^ 1* diftance du centre dQ 

3 ^^ 
« ' ' ■ ■ " ' 

' * •• ce x^ 

gravité, eft j^^ , ou ^4 > — J *J 

\bb 
ou * — J * ; or lorfque x = i =a= u< C ; cette quantité 
Çç r<^dujt â ^ ( } donc la hauteur Cgf 4a. centre de gravité 
C ; au-defTus de la bafe eft , ~ ^. 

Soi; malmenant ^, le centre de gravité de la bafè, 1^ 
ligne A g paflèra par le centre de gravité G de la pyra- 
mide ; & les parallèles Gff & gC donneront C g' on 
I # : A C OU * ; \ Cg î ^g ; donc Cg = ^ //g- j 

14 
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ce qui confirme ce que nous avons dit i%ii) 8c £ût voit 
ique pour toute pyramide , le centre de gtevité de la (blidité ^ 
eft au quart de la diAance du centre de gravité de la ba(c , 
an ibmmec. 

266. Quant mx folides de révolution , la valeur 
de s s ( 78 ) eft généralement -î?!— ; ainfî Texpref* 

iiotrde la diftance du centre de gravité, pour ces 

^ cy' (h ~ ») dx 

folides, eft généralement • 



^ T 



s*"— • 



s 

%6i^ Appliquons d'abord cette formule 1 au cAne tronqué 
faiiânt partie d'un cane droit (fig* 74)* 

Soit m l<i rayon BD dt h plus grande bafe, êc n le 
rayon ^C de la plus petite. Si on conçoit AQ paral- 
lèle â la hauteur CD^ & qui rencontre en O celui des 
rayons PJbT de la tranche MLM\ qui eft dans le plan 
du trapèze ACDB^ on aura AXl ou CD : B ^ : : AO 
ou CP i MO i c'eft-â-dtre^ en nommant CU» A ,• 
CP, Xi PMi y ; h : m — n : i x z y ^ n ; donc 

X sss . ' . (y '^ n) ; 6c dx ss: ^^ Or, 

m — * n m — n » 

h ' 

ici , on a ^ =r Â ; donc ^ -1. « es A -* -1 (!y-*'»J = 

m — « 

(a — >^); donc/ i--i ' — 



a r 
.-_j./y» (m^y) dy 



■«■«■M 



> r (uj — «)* i/(m — n>> 

-^ — ^ J + Cœ r (4 my^ — }>♦)+ C 

Pour déterminer la confiante C, job(èrve que lln* 
tégrale ou la fomme des momens doit ccre a^éro au 
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^oînc C» c'eft-i-dire Iot(que y sss n* On z donc 

* 'Il II I j ■ w ..i. i - .< ^4» II' — «»♦) ■+• C S2S o , où 
jL4r (jw — n)» * ^ * ^ 

— c/l* 
Ç f*q= > ' \. f 4 « n» «-P- j »♦ ) ,• dofic la fomme 

1 4 r ( m — nj* ^ • » 

des moitiens depuis C ju((]u'aa point qttelconqoe P, eft 

4c ^ ar confliqueac depuis C jsTcfti'êfi P , eOe eft 
, r (4 m* — joi* — 4inii»-|-a n4) ou 

' . ^T— (m* — 4 m n» -4- J /«♦) , 00 

■ ■ (m* H- t m n -I* j «* V; U ne $*agît donc plds 

que de dÎTifèr cette quantité par la (ôUdité du c6ne tronqué» 
qui eft facile ï avoir , & dont nous avons d'ailleurs donsé 
Texpreffion {Aig. 11 ^}* 

Si l'on vouloti avoir fai diftaace C C du centre de 
gravité du tronc de c6ne ANJV'B {^fig* 75) cteu(£ 
cylindriqnemçnt , & concentriquement . à {on axe ; de 
i'expreffion qu'on vient 4c trouver pour le moment du 
c6ne tronqué , on retrancheroit le moment du cytindro 
intériear confidéré comme de même matiire qpe le tronc * 
c'eft-i-dire qu'on ret^incliaroic le produit de ce cylind^ 
par la moitié de fit hauteur, & on divifèroît le refte par la 
fblidité du tronc évidé ; {blidité que nous avons eafèigné i 
déterminer {^Alg. 115}» 

D'après ces principes , il eft fiiclle dé déterminer le 
centre de gravité d'une pièce de canon JK L (^* 7^ ) > 
dont les trois parties principales comprifes entre AV^ ^ 
BC\ CD 9 font trois troncs de cônes évidéa de l'efpèço 
de la fyurt 75« Comme on a , par ce qui précède » 

Tiv 
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'expreflioa du ffioment de chacun dé ces trônes i Vtfpxti 
fit û bz(p , on l'aura facîlemeiu à l'égard de l'extrémité X 
du bouton de la culaiTe, en ajoutant, pour chacun , le 
produit de ce tronc par la difhnce de û plus grande 
^afe , au point X. A cette fbmxiie de inomçn$ on ajoute?? 
celui de la culafle & du bouton , & ceux des omemens , 
moulures 5c tourillons , eftimés groffièrement ; & divi&nt 
|e toyt par la naflè ' totalç de la pièce , on aura 1^ dKr 
tance du centre de gravité de la pièce , à rextrémité K 
Ae fon bouton* 

On pourroit même , i la rigueur, déterminer par Içs 
principes donnés jufquUci , les momens des moulûtes ; 
lirais il fera Hiffifânt, dans la pratique, de prendre pour 
moment de chacune , le produit de Gl (blidité par la dif* 
-tance du point X, au point de Taxe oà répond le milieu 
-de cette moulure* 

i68. Prenons , pour (êcond exemple , les ftgmens de lu 
<j)hère. Le diamètre étant a ,• Tablcifle jiPy x {fig. 77 ) • 
rordonnée PJ/, j/ ; on a y y s^ssa ax — xx; aînfî la 
ftmme des momens des tranches élémentaires du (êgment 
AMLM^A pris par rapport i un axe quelconcjue NN*^ 

(tx^ f -4— {k r- x) ( a X — XX) d x, 
ponc par rapport au centre C, où ^ tssss l a^ elle &^ 

-Tr/(»^ — *> Ctf* — **; dx^ 

X T 

ç e 

flUf Von peut réduire à "T" ** ( « — » )*. Mais -^ jç* 

f xpfîine )a fiirfaçe 4u cercle ^ui auroit ppur 4î>mctrç (| 
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h9mvit.AP ivL fegmem; on a donc CP^xcer. A F pour 
)e moirtenc de ce fegmeûc par rapport au centre C« Ainfi dl« 
vjfant par la folidité du (ègraent qui eft facile â avoir 
f CVbm* 14^^ , on aura la dillance du centre de gravité do 
ce &gmem, au centre C de la (phère* 

D'après cela , il eft facile d'avoir le centre de gravité G 
4'une bombe • ( fig» 78 )^ Il faut du moment de la iphèie 
entière pris par rapport â un point quelconque , retrancher 
le n^omen^ de Ja fpbère intérieure^ & ajouter le moment da 
culot , pris par rapport au même point , & divife'r le tout 
par la mafle de la bombe. Or fi on prend le centre C pour 
le point à l'égard duquel on confidére les moœens, le mo^ 
ment de la fphère entière & le moment de la fphère inté-^ 
rieure, fbnç chacun ^éro; donc il faut (èulement divifer le 
moment du culot pris par rapport au centre de la bombe; par 
la mafTe de la bombe ; le quotient fera la didance C C du 
centre de la bombe, â fon centre de gravite, abftraôion &ite 
des aa(es, &e. 

Si on veut avoir le centre de gravité de la bombe lorf^ 
qu'elle efl chargée « alors il faudra prendre la différence do 
moment du fegment qu'occupe la poudre à celui du fègment 
qui formie le culot, & qui fè déterminent chacun comme il 
a été dit ci-defCis \ mais en obfervant *de. multiplier chacuu 
par (k pefanteuç fpécifique , c'e(l-à-dire le premier par Iç 
poids d'un pied, cube de poudre, & le fçcond par le poids 
d'un pied cube de fer, fi on a évalué la folidité en piedi 
cubes; après quoi on' divifera cette différence 3 par le poids 
IQSal de I4 bombe 6c de J4 poudre* 
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Propriétés des Centres de gravité. 

26c. Il eft clair , par ce que nous venons de 
dire fur les centres de gravité » & par ce que nous 
Évons dit fur la rèfultante de plufieurs forces parais 
lèles , que fi toutes les parties d'un corps ou d'un 
iyftème quiconque de corps , ont chacune la même 
vîteilè ^ ou tendent à fe mouvoir avec la même 
TÎtefle ; il eft clair ^ dis-je, que la rèfultante de tous 
ces mouvemens pafle par le centre de gravité de 
ce corps, ou de ce fyftème de corps, & que par 
conféquent fe fyftème fe meut ou tend à fe mou- 
voir, comme fî la totalité d^ mafles étolt concen- 
trée au centre de gravité , & étoit animée d'une 
vftefle égale à celle qui anime chacune des parties. 

270. D'où Ton doit conclure réciproquement, 
que fi l'on applique au centre de gravité d'un corps 
ou d'un fyftème de corps une force quelconque; 
toutes les parties égales du fyftème partageront éga* 
lement ce mouvement, s'avanceront toutes avec 
une égale vîtelfe , que Ton aura (158) en divifânt 
la quantité de mouvement appliquée à ce centre » 
par la malFe totale du corps ou du fyftème de 
corps* 

En eâêc, la réfulcante de tous (es inouvemens qnc fes 
psudes du f^'ftcme prendront , doit irre 2a même pour 
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ià quantité 8c pour (k direAion, que ia force iniptJHiée« O^ 
a quelques-unes des parties prenoient plus Je vitellê que 
d'autres, on trouveroit facilement que la réfultante it ces 
niouvemens ne paflèroit pas par le centre de gravité » & on 
le Terra encore plus clairement par la fuite. 

271. Et puifcjue plufîeurs forces appliquées à 
un même point , fe réduifent ( en vertu des prin- 
cipes précédens ) à une feule ; il faut en conclure 
généralement , que quelquts forces que Ton applique 
au centre de gravité £un corps vu £un fyfiime de 
corps ^ m quelque nombre quelles foient, & quelqua 
direSion quelles aient ; toutes les parties de ce 
corps I ou de ce Jyjième de corps , prendront une 
pitejfe égale , laquelle^ aura la même direSion que 
la réfultante de toutes ces forces , & fera égale à 
la quantité de mouvement qui repréfente cette force 
réfultante ^ divifée par la maffe totale du corps ou 
du Jyjième de corps. 

272. D'où Ton doit conclure que tant que les 
forces qui agiffent fur un corps fe réduiront ou pour- 
ront être réduites à une feule dont la direHion paf^ 

fera par le centre de gratté, ce corps ne tournera 
foint autour de fon centre de gravité. 

ajj. Mais fi les forces qui agiffent fur un corps 
ne peuvent être réduites à une feule; ou fi pouvant 
être réduites à une feule, la direûion de celle-d 
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«lè paflc point par le centre de gravita, riors tviutcè 
les parties du Tyftème ne (èront pas mues d'un mou« 
veinent commun. Néanmoins le centre de gravité 
fera mu de la même manière que fî toutes ces 
forces y étaient immédiatement appliquées. C'eft 
ce qu*il s'agit de faire voir aâ;aellement. 

• a74, Suppofons d'abord trois corps 3f, JV, P, 
ifig. 79 ) mus fuivant des lignes parallèles AD ^ 
'BE, CF fituées ou non fituées dans un même 
plan^ & mus avec des vîtelTes repréfencées par les 
lignes ADj BE^ CF. Suppofons que G foit le 
centre de gravité de ces corps lorfqu'ils font en 
A^ B ^ C; 6c G' leur centre de gravité lorfqu'ils 
font arrivés en D , E , F où ils arriven ; en même 
temps , puifque leurs vitefTes font repréfentées par 
ADy BE, CF^ Si Ton mène la ligne GG\ je 
dis qu'elle fera parallèle à ces lignes ; qu'elle fera 
la route que le centra de gravité G fuivca pendant 
le mouvement des corps; & que ce centre de 
gravité G la décrira uniformément. 

iMI eft facile de voir que la route du centre de 
gravité fera parallèle aux lignes AD j^BE^Scc. car 
à quelqu'endroit qu'on fuppofe ce centre dans un 
fnftant quelconque, û on imagine un plan qui paffe 
par ce centre , la fomme des momens , par rapport 
« ce plan, doit être zéro ( 238 ). Or fi Ton conçoit 
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un plan parallèle aux direâlons des. corps , & pafTant 
parole point G, les momens, par rapport à ce plan, 
ne peuvent manquer dotre zéiro pendant tout le 
mouvement ; car les corps , dans leur mouvement j, 
font fuppofés ne pas s'écarter > de ce plan ; leurs 
diftances à ce plan font donc toujours les mêmes ^ 
donc les momens font auflî toujours les mêmes; 
mais au commencement, du mouvement, c'eft-à-- 
dire , lorfque le centre de gravité étoit en G , leuit 
Comme étoit zéro; donc elle eft encore. zéro, en 
quelquendroit de leurs direâions que les corps fe 
trouvent ; donc le centre de gravité eft toujours 
dans un plan parallèle aux direâions des corps. Se 
qui pafTe par la première pofition G de ce centre. 
£t comme , dans ce raifonnement , rien ne déter- 
mine la pofition de ce plan , finon qu'il doit être 
parallèle aux direâions des corps M, N^ P, Se 
paiTer par le point G^ on prouvera de même , que 
ce centre eft dans tout autre plan parallèle aux 
direâions des corps , & paiTant par le point G ; 
il eft donc dans Tinterfeâion commune de ces plans ; 
donc le centre de gravité fe meut fuivant GG^ pa* 
rallèle aux direâions de ces corps* 

a?. Je dis qu'il fe meut uniformément ; c'eft>^ 
à-dire , que fi lorfque les corps Mj N^P , &c. font 
arrivés en tf , ^ , c , &c. on fuppofe que le centre 
de gravité eft en g^ on aura G G' : Q g : ; Ap^ 
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t A4 : : BE t Bb : : &c c'«ft-à-dire / qoe 
les efpaces décrics en même temps , par le centre 
de gravitd j & par diacun des corps , feront comme 
leurs .vÎMlTes. 

En e&t, fi on conçoit un plan repréfenté par 
KS^ auquel les direâions àw mouvemens foient 
perpendiculaires ; on aura , par la nature du centre 
de gravité (^36)» Mx A H^ N x BI-^P 
X CL ^ {M ^ N -^ P) X GK. Et par 
la mime raifon » lorfqulls font en 17 ^ £ ^ F^ on 
M M X DH ^ N X El ^ P X FL ^ 
{M ^ N ^P)x G'K. Si de cette équation on 
retraqche la première ^ on aura (en faifant attention 
que D H ^ A H t^ A D ^ E 1 —- 
Bl ^ BE, Sec) M X AD ^ N X BE ^ 
P X CF sBs {M ^ N ^ P) X GG'. Donc 
pat \fL même raifon ^ lorlqulis feront tn a, b , c, 
on aura M x Aa ^ N x Bh — PxCca 
(M4- AT -HP) X Gg. 

Or puifque A a, Bb, Ce font décrits unifor^ 
mement » dans un même temps , ces efpaces (xjr6) 
doivent être entr'eux comme les viteflès AD^BE^ 
CF; on a donc AD t BE i i As :Bbw 

AD i CF i i Aa Ce ; donc Bb 9^ ~Jijr^ 

As y CF 

Ce s:? ■■ ■■ ^ . ^ Subftituant ces valeurs dans notre 

demièrê équation. & chailant le dénommateur AD. 
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elle fe change en (M x AD -^ N x BE -^ 
P X CF) xAas=s{M'^N'^P)x 
G g X AD. Enfin divifant cette équation, pal: 

celle ou entw GG', on 3i A a =2 ^±L^, d'oà 

G Cm 

Ton tîre GG' : Gg i z AD : Aai ce quil s'a- 
gl/Toit de démontrer. 

Obfervons maintenant que Téquatîôn où entre 

GC, donne GG^ = '^'"''''^'l^^^-^''''^ 

Or les lignes AD ^ BE^ CF, GG^, font les 
vîteilès des corps M, N y P , 8c du centre de 
gravité G; par conféquent Mx AD^NxBE, &c. 
font leurs quantités de mouvement. Donc puifque 
le raifonnement que nous avons (ait )ufqu'ici^ ne 
dépend point du tout du nombre des corps , on 
peut conclure généralement; i^. i^^fi tant de corps 
que Von voudra, décrivent uniformémznt des lignes 
parallèles, le centré de gravité décrit aujfi unifor-^ 
mément une ligne parallèle à celles '^ là. 2!^. Que fa 
vîtijfe ejl égale à la fomme des quantités de mou^ 
vement des corps qui vont dans unfens, moins la 
fomme des quantités de mouvement de ceux qui vont 
en fens contraire , le tout divifé par la fomme des 
maffcs. 

ùrj^. Si quelques-uns des corps étoient en tepos*; 
la vîtefle de ces corps étant alors zéro y la qiianôt6 
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de mouvement feroit au0i zéro j ainfi elle dIf(iàF^ 
roîtfolt ààni le numérateur de la fraâion qui ex- 
prime la vîteflTe du centre de gravités Mais cela 
ne changeroit rien au dénominateur qui fera toujours 
la fomme de toutes les maifes^ 

T]6. Si la (bmme des quantités de mouvement 
des corps qui vont dans un fens étoit égale à fa 
fomme des quantités de mouvement de ceux qui 
vont en fens contraire , le numérateur de la fraâion 
qui exjlriaie la vîtefTe du centre de gravité, ferok 
2éro. Ce centre de gravité ferait donc en repos. 
Ponc quels que foient les mouvemens parallèles de 
plufieurs. coi'ps ^ leur centre commun de gravité 
refte en repos ^ quand la fomme des quantités de 
mouvement de ceux qui vont dans un fens » eft 
4gale à la fomme des quantités de mouvement de 
ceux qui vont en fens contraire. 

277. Fuifque les quantités de nlouvement 
tepréfentent les forces (158); & que la réfultante 
de plufieurs forces parallèles (2ïp) eft égale à la 
foiiime de celles qui agilTent ou tendent à agir dans 
Un fens ^ moins la fomme de celles qui agiifent , 
Ou tendent a agir dans un fens contraire ; concluons 
donc que fi plufieurs forces parallèles fiynt appliquée 
aux différentes parties d*un Jyftèmc quelconque de 
f^rps, h centre de gravité de ce fyfièmt fe meut 

conant 



s 
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comme fi ces forces lui étoUni immédiatement appli'^ 
quées. 

TjS* Que les corps , en quelque nombre qu'ils 
folent , fe meuvent maintenant fuivant des lignes 
droites quelconques. Si on imagine àeux lignes 
droites quelconques perpendiculaires ent/elles ; & 
h leur point de rencontre ^ une troifième qui foit 
perpendiculaire à leur plan ; on peut toujours 
décompofer la vîtede de chaque corps , en trois 
autres parallèles à ces trois lignes. Or il fuit de 
ce que nous venons de dire , que le mouvement 
du centre de gravité en vertu des mouvemens 
parallèles à Tune de ces lignes ^ fera parallèle à cette 
même ligne , fera uniforme ^ & que fa viteffe 
fera égale à la femme des quantités de mouve-^ 
ment * eftimées paralUllement à cette ligne , divifée 
par la fomme des maiTes. Donc fi Ton conçoii; 
que Ton ait déterminé , par ce principe , le mouve^*: 
ment du centre de gravité parellèlement à chacune 
de ces trois lignes ^ & qu'enfuite on compofe ces 
trois mouvemens pour les réduire à un feul» (c&qui 
eft poflible , puifqu ils font appliqués à un même 
point ) on aura la route unique du centre de gravité^ ^ 

* *C'€tt pâc MbrMudom ^ue ttoM t qvantkét île moaremeEM de» cotft 
S£oa$ iciiicmenc, b fiuiunc du ^ui ront dans «n J(eùs\ moîsix la 



quantités du mQUTCinetnt : on doit 
toujours entendre ta fibtqme des 



femme des quantités de mouvement 
de ceux qui ronc en Cens conrrauci' 
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Or comme les élémens qu on emploie ici , ne font 
autre chofe que les forces mêmes qu'ont les corps » 
parallèlement i ces trois lignes » & que la force 
unique du centre de gravité fe trouve par-li corn* 
pofêe des forces réfulcantes parallèlement à chacune 
de ces lignes 9 ^Ue ne peut donc manquer d'être 
égale & parallèle à la réfultante de toutes les forces 
appliquées à tous ces corps ; donc en général 
quelles que foient les dinSions & les râleurs des 
forces appliquées à différentes parties d'un Jyjlime 
de corps , le centre de gravité fe meut toujours , ou 
tend à fe mouvoir ^ de la mime manière que fi toutes 
ces forces lui étaient immédiatement appliquées^ 

2rjp. Dans le raifonnement précédent ^ nouar 
avons dit qu'oii pouvoit toujours décompofet la 
vîtefTe de chaque corps, en trois autres , parallèles 
i trois lignes données de poGtion. Cependant û la 
direâion de l'un des corps étoit parall^e au plan 
de deux de ces trois lignes , ou fi elle étoît paraN 
lèle ï Tune de ces trois lignes y il paroît qu\>d ne 
peut , dans le premier cas » décompofer qu'en deux 
forces parallèles i deux de ces trois lignes ; & que 
dans le fécond on ne peut faire aucune iécom^ 
pofitîon 9 en* forces qui foient parallèles aux deux 
' autres lignes. Nonobftant cette difficulté apparente ^ 
la proportion neft pas moins générale j car on 
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YOJt , par exeiilplo, que tant que la ligne A B 
{fig. 80) neft pas parallèle à lune des deux lignes 
PR^PQf on peut toujours d^compofer la fot ce 
Tepréfentée par AB^tn deux autres AC^ AD 
parallèles ï ces deux lignes ; mais on voit^ en même* 
temps, que plus A B approchera d'être parallèle è 
PQ^ tL plus la force AD diminuera; enforte 
Qu'elle deviendra zéro , quand A B fera parallèle i 
P Q. Donc 9 dan& ce ca^ on ri'eft pas moins eii* 
âroit de fuppofet une décotnpôfitiôn eh deujt forces ^ 
itiais dont Tune foit zéro. Par la même raifon , od 
peut 9 dans ce même Cas » fuppofer une décOmpo* 
fition en trois forces parallèles atfx trois lignes BO^ 
PR » P 5 ; mais deux de ces trois forces feront 
lérô. 

j * * 

/ 

a8o. De ce que nous venons de dire, & de, 
ce qui a été dît (s?7/)^ on doit conclure que U 
centre de gravité d^un J^fiime de corps , refttra en 
repos, Ji ayant décompofi Us forces appliquées à 
chaque partie du Jyjlime , en trois autres forces pa^ 
rallèies à trois lignes perpendiculaires entr\ltes , la 
fonane des forces oa des quantités de mouvement 
parallèlement à chacune des trois lignes ^ eji léro / 
en pren^t avec des (îgnes contraires les forces qui 
agilTent dans des fens oppoféSé 

. a8|» Quand toutes lea forces font dans^ua 
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mèttïc plan 9 il eft évident quil fuffit de décom- 
pafer chaque force en deux autres ^ parallèles i deux 
lignes perpendiculaires eiur'elles, & mçnées dan& 
ce même plan ; car les forces perpendiculaires au 
pian étant alors nulles » le mouvement du centre 
de gravité en vertu de ces forces eft oui auili« 

â8a. Dans tout ce que nous venons de dire;i 
nous avons fuppo(ë que chacun des corps quixom« 
pofe le fyftème , obéiiToit pleinement & librement 
â la force qui le foUiçite. Mais les mêmes chofes 
li*ont pas moins lieu , quand ils font contraints dans 

■ * r 

leurs mouvemens^ pourvu que ces obftacles ne 
viennent point d'une force étrangère au fyftême ^ 
c'eft-à-dire, pourvu qu'ils ne foient autres que ceux 
qui réfultent de la difficulté que p/suvent avoir ces 
corps à fe prêter à ces mouvemens ^ par la manière 
dont ils font" dîfpofés entr'^eux , ou liés les uns aux 
autres ; c'eft ce que nous démontrerons, après avoir 
expofé ta loi générale de L'équilibre - des cocps» & 
h loi générale de leurs mouvemens. 

Principe général d6 l!AquiUbtc des Corps. 

283. QddUs que foient Us forces (agijfantes ou 
réjtjlantes ) appliquées à un corps ^ à un Jyjiime de 
corps , à une machiné , &^. & quelles que foient les 
iireaiohs de ces forcis } Ji Von amcok que cboeum 
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p>it décompofét tn tro« autres , parallUes à troiï 
lignes tirées par té point qu'on vouAta & perpen^ 
ikul^ùrts tntr^elles*i il faut^ pour que toutes ces 
forées puijfent fé faire équilihre , que la fommc * det 
forces qui agijfent patàllèlement à ehaeune de et§ 
if ois lignes , foit ^éro^ 

En effet, nous avons vu (227) que quels que 
fufTent le nombre & la nature des forces^ on 
pouvoit toujours réduire toutes ces forces^ à trois, 
dont les direâions fudent parallèles à trois lignes 
perpendiculaires entrelles. Donc fi Ton fuppofo 
qu'il Y a équilibre entre toutes les forces du fyf* 
tème , il &ut qu'il y ait équilibre entre ces troitf 
réfultantes , ou que chacune foit zéro* Mais ces trois 
réfultantes étant perpendiculaires entr^elles 3 ne peu* 
vent ni fe nuire ^ ni fe favorifer } donc chacune 
d elle doit être zéro. Or chacune d^elles ( 2^3 } 
éftjégale à la fomme des forces parallèles qui lui 
feroient parallèles ; donc en effet les fommes deâ 
forces qui ( par la décompofîtion ) agifTent parais 
lèlement à chacune de^ trois lignes perpendiculaires 
entr'elles, doivent être zéro chacune* 

^ r • 

t 

d84« Si toutes les forces itoient dirige» dan^ 



* Nom ttienàaùÈ tôdioûn ici U 
é»ns b fuite, par il fomme des forces , 



tendent i igîr dÂta un (èiis, moîûs U 
roxdme de celles qui agiâ«nc ori cen^ 



ia loffljaf de «elles ^li «gijcsc eu I dent i »gk dam tfn fent p^^Cc^ 
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un même plan , la fomme dec forces parallèles à 
chacune de deux lignes tirées dans ce plan ^ per- 
pendicuUirement Tune à l'autre » ferolt zéro» Et fi 
toutes les forces étoient parallèles entr'cUes 9 il du* 
4lroit que la fomme de toutes ces forces fut zéro» 
Ces deux cas font ^vidçmment compris dans la 
propoiition centrale, 

sSjf Remarquons bien que cette propofitioii 
"aura toujours lieu ^ dans quelque cas d'équilibre que 
ce foit ; mais on auroit tor( de penfér qu'elle fuflTît 
pour qu'il y ait équilibre. Les aytres conditions 
néceif^ires pour l'équilibre, varient fuivant les qua» 
lités ou les difpofitions particulières des parties du 
fyftémê ou de la machine que l'on çonfidère , nous 
nous en occuperons dans le volume fuivant : il né 
«'agit ici (|ue des principes généraux, 

^^^. Ce principe eft général ^ foit que les forcer 
^^ fgnt appliquées aux différentes parties du fyftéme, 
fQÎi^nt toutes agiffantes, foit que quelques-unes (èu^ 
jçinent foient agiifaqtes , & les autres capables feu* 
Içmçfit de réfifter ; tp\% feroient des appuis , def 
points fixes , At^ furfaces » &c. qui s'oppoferoient 
i l'aâion des autres forces, Caï les réfîftance$ d^ 
cç$ pbftacles é^uiyalçQf \ 4ç$ forces a^^iffante^^ 
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Principe générât du Mouvement. 

4 

287« De quelque manière que plufieurs eorpi 
tiennent à changer leurs moui/emens aSuels , fi Von 
conçoit que le mouvement que chaque corps auroit 
dans Vinftant fuivant , iil devehoit libre , foit M* 
tompofi en deux autres dont Vun foit celui quil 
^ura réellement apris^le changement s le fécond doit 
itre tel que fi chacun des corps rCeiki eu d^autn 
mouvement que ce fécond^ tous Us corps fuffern 
demeurés en équilibre. 

Cela eft évident » poifque fi ces féconds moa* 
.vemens n'etotent pas tels qu'il en rofultlc Téiquilibre 
dans le fyfléme , les premiers inouvemeâs compo»* 
fans ne feraient pas ceux que les corps auroient 
après le changement , car ils feroient néceflaireoiônt 
altérés par ceux-làit 

Ce principe eft dû k M^ ^AUmbert^ Voye* f* 
, Dynami^uf, 

Conféquenaes qui réfuttent des deux j^rincipeS^ 
précédens ^ par rapport au mouvement dik 
centre df gravité des Corps. 

2S8t. Concevons maintenant que plufîèurs corps ^ 
foit libres j( foit liés entr'eûx de quelque manière 
que ce foit, (de aiatiière cependant que tieik 

Vu 
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n aflujetci/Te le fydéme de tous cb% corps ) viennent 
i recevoir des impulfions quelconques auxquelles ils 
ne puiflent obéir pleinement , parce qu ils fe gênent 
réciproquement ; je dis que le centre de gravité fera 
mu 9 comme H tous ces corps euflent été libres. 

£n efifet» quel que foit le mouvement que 
chaque partie du fyftème prendra » on peut toujoui» 
concevoir celui qui lui eft imprimé ^ comme com* 
pofé de celui quil prendra ^ & d'un autre. Or 
( 28($ ) en vertu de ces féconds mouvemens , il 
doit y avoir équilibre ; donc fi Ton conçoit ces 
-féconds mouvemens^ décompofés chacun en trois 
autres^ parallèles à trois lignes perpendiculaires en* 
•tr'elles , la fomme des fprces qui en réfulteront 
parallèlement à chacune des ces lignes , doit être 
ïéro ( 28a )• Or le chemin que le centre de gra- 
vité tend à décrire en vertu de chacune de ces 
forces 9 eft C 273 ) égal à la fomme des forces 
parallèles à chacune de ces lignes ^ divifée par la 
fomme des corps ; donc le chemin qu'il tend à 

* 

décrire on vertu des changemens furvenus dans le 
"fyftème ^ par Taâion réciproque des parues de ce 
iyftème 9 eft 2éro ; donc le centre de gravité ne 
participe point à ces changemens. Donc il eft mu 
comme fî toutes les parties du fyftème obéiflbient 
librement & fan^ aucune perte , chacune à la force 
qui la follicite* 
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Donc €Xi général^ Yitat du centre de gravité étun 
corps ûu £un Jyftème de corps , ne change poku 
par Va&ion mutuelle des parties de ce corps ou de 
ce fyftème. 

28p. Concluons delà i* que Ji un corps ou' 
un jyjïème de corps tourne autour de fon centre d§ 

gravité ,^ de quelque manière que ce foit ; ce centre 

> 

refiera continuellement dans le même état que fi U 
corps ne tournoit pas. 

2?. De ce même principe ^ & de ce qui a été 
dit plus haut fur le mouvement du centre de gra- 
vité des corps libres^ il fuit que fi un corps de 
figure quelconque, ou un affemblage quelconque 
de corps, reçoit une impulfion fuivant une direâioa 
quelconque ''i^ jB (fig. 81^, laquelle fe tranfmettc 
toute entière à ce corps ; le centre de gravité G 
fera mu fuivant une ligne G S parallèle i if fi, de 
la même manière que fi cette impulfion lui eût été 
tranfmife immédiatement , fuivant cette même éi* 
reâion G S» Et fi pldfieurs forces agiffentà la fois 
fur dilFérens points de ce corps , ce centre de gra« 
vite fera mu , comme fi toutes ces forces lui étoienc 
immédiatement appliquées. 

apo. Donc fi au moment où le corps eft 
firappé fuiyant la dîreâion ^ fi , on appliquoic an 
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centre de gravité G une force ^ dirigée en (ens 
contraire fuivant S G , 6c égale i la force qui agit 
fui van t AB ,ie centre de graidté reftetoît en repos; 
Néanmoins il eft évident que les autres parties de 
ce corps ne demeureroient pomt en xepos , puifque 
tes deux forces ^ quoiqu*égaIes ^ ne font pas direc 
tement oppofées. Or le feul mouvement que le 
corps puifle avoir » fon centre de gravité reftant 
en repos j eft évidemment un mouvement de ro- 
tation autour de ce centre; de gravité. 

Donc ji un carps refait une ou plujîeurs impulfions 
fuivant des dire&ions qui ne pajfent poini par fan. 
centre de gravité i i^ ce centre de gravité fera mu ^ 
comme fi toutes les farces lui éteint immédiatement 
appliquées^ chacune fuivant une direSion parallèle 
À celle quelle a. 2\ Les parties de ce corps tour* 

m 

nerant autour du centre de gravité , comme elles le 
feraient en vertu des farces qui font aSuellemcm 
appliquées au corps, fi ce centre de gravité était 
fixement attaché. 

Nous déterminerons ces mouvement de rotatio^ 
dans le volume fuivant. 

Od voit pac*lâ, pour le dire en paflàot, que û la direc- 
tion de Tefiort de la poudre fur la bombe (fig. 78 ) ne poft 
pas cxadiçment par le centre de gravité G de la bombe, celles 
\cï tournera aotonr de G« Elle peut tourner tncore par d'aii-* 
^rcs caofts ^ue nous çxanùnerons aiUçars« 
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2ÇX, Concluons encore que Q l'état du centra 
âe gravité d'un corps , vient à changer, ce ne peut 
£tre que par l'aâioo ou par la réljftance de nouvelles 
forces étrangères à ce corps j te que par conféquent 
ce changement fe déterminera toujours en cherchant 
la réfultante qu'auroient toutes ces forces, fi elles 
étolent appliquées au centre de gravité , chacune 
fuivant une direâion parallèle à celle qu'elle a 
vâuellement. 

Tels font les principes généraux du mouvement 
& de l'équilibre des corps folides. Nous réfervons 
pour le volume fuivant les applications de ces prio- 
cipes , aux diflférens cas de mouvement & ^'équilibre 
qui peuvent fe rencontrer dans l'ufage ; & nous 
paflbns à l'équilibre des fluides. 
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as2. x^uoiQUE aou$ ignorions jufqu'oà va 
le degré de ténuité des parties des fluides ^ nous 
ne pouvons douter néanmoins que ces parties ne 
foient matérielles ; & que par cette raifon , la loi 
générale d'équilibre & celte de mouvement que 
nous avons établies ci-defTus, ne leur conviennent 
comme aux corps folides. Mais cette loi (Péqui- 
libre n'étant pas. la feule néceffaire , ainfi que nous 
l'avons déjà dit ; il nous faut examiner s'il n'y a 
point quelqu autre loi générale dont cet équilibre 
peut dépendre. 

api5» Comme l'équilifare confifte dans k dei* 
truâion de toutea les forces, de que itoos igaotooe 
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la mabièré dont les parties des fluides fê tranfmetteilt 
leurs forces les unes aux autres , ce n'eft qu'à Tex* 

4 

périence que nous devons avoir recours ^ pour 
établir nos premiers principes : nous commencerons 
donc par expofer ce que Ton conno!t » par escpé* 
rience , de plus certain fur cette matière. Mais 
auparavant, nous obferverons quil faut diftinguer 
deux fortes de âuides* Les uns dont les parties 
font ou peuvent être regardées comme abfolument 
dures, & qui, prifes en maiTe, font incompref- 
fibtes; c'eft-i-dire, ne peuvent être réduites à 
occuper un volume plus petit que celui qu'elles 
occupent dans leur état naturel ; telle eft Teau , & 
selles font la plupart rdes liqueurs. Les autres font 
^ompofés de parties compreffibles & élaftiques ^ 
c'eft-à-dire , capables d'occuper un efpace plus petit ^ 
lorfqu'on les comprime ^ & de reprendre leur pre- 
mier état > lorfque la caufe qui les réduifoit à un 
plus petit volume , celle d'agir ; tel eft l'air. Nous 
parlerons d'abord des fluides incompreffibles. 

SL^^ Voyons maintenant ce que ^expérience peut 
nous apprendre fur ^équilibre des fluides. 

Soit AÊCD (Jig. 8a Gr 83) un canal com-i 
pofé de trois branches AB^ BC, CD d'un dia« 
snètre égal. Si l'on conçoit que dans chacun de 
ces deipcçanaux, on verfe de Teau par la branche 
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'AB ^ elle paflèra de la branche B C dans la 
branche CD ; & lorfqu'on aura ceflfé de verfer » l^ 
lîirface de Teau contenue dans chaque branche » ter 
trouvera dans une même ligne horizontale AD 
où £F, quelle que foit d'ailleurs rinclinaifqn de 
la branche B C Ceft un fait très* connu , te que 
nous prenons pour principe* Void maintenant les 
conféquences que ce fait nous fournit. 

a^^. Le canal ABCD étant rempli jufquW 
ADj fi par tel point E que Ton voudra » oor 
imagine Thorizontale EF^ il eft vifible que le 
poids de Teau contenue dans EBCF, ne contribue 
en rien à foutenir les colonnes AE & D Ft 
puifque l'expérience fait voir que fi Teau n^atteignoit 
que le point E dans la branche AB , elle n'atrein* 
droit que le point F dans la branché DC^ te 
que par conféquent le canal EBCF eR de lui* 
même en équilibre; donc l'équilibre dans le canal 
total auroit encore lieu fi le fluide contenu dans 
£jBCFpçrdoit tout-à<oup fa pefanteun On doit 
donc regarder ce fluide comme étant feulement un 
moyen de communication entre la colonne AB 
& la colonde DFs enforte qu'il tranfinet i ki^ 
colonne D F toute la preflion que la colonne A B 
exerce fur lui ; & réciproquement il ^ tranfinet 4 
celle-ci la preflion que.OF exerce. fur Jui» . . . .. 



I 
/ 



3^0 Cours 

Il n'eft pa$ moins évident que la même choCe 
auroit lieu» fi au lieu de la colonne ^£ & de la 
colonne DFon fubftituoit deux preffions de mêmo^ 
valeur : on peut donc de-là , conclure en générât , 
que Ji un fluide fans pefanttur e(l rtnftrmé dans 
un vafi quelconque ; & qu^ayant fait une cuvtrture 
à ce vo/e» on applique une preffion quelconque à 
cette ouverture » cette prejjton fe répandra également 
dans tous Usfens. Puifque Tindinaifon de la branche 
BC (fig. 85 ) n'empêche pas que les chofes ne fe 
paflent de la même manière que dans la jîg; S2. 

25^^» Il eft facile de voir maintenant , que non-* 
ieulemeott la preffion fe tranfmet également dans 
tous les fens ; mais encore qu'elle agit perpendicu- 
Lûtement fur chaque point de la fijrface du vafe 
qui renferme le fluide» Car fi la preffion qui agit 
fur la furface, n'agiflbit point perpendiculairement, 
il eft facile de voir qu'elle ne pourroit être détruite 
Wtièrément par la réfîftance de cette furface , que 
nous fuppofons d'ailleurs fans frottement ; il en ré^ 
fttlteroit donc une aâion fur les parties du fluide 
ikiême » laquelle ne pouvant manquer de fe tranf-- 
HKttà'e dans tous les fens ( 294 ) 5 o(sca(ionneroit 
âéceifiofeiMnt du mouvement dMs le fluide; il ne 
ftroit donc jamab poffible qu'un fluide reftât en équt« 
libre daas un vafe ; ce qui eft contraire irexpérieocev 
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iny^k Concluons donc de - \ï que (î les parties 
d^un fluide contenu dans . un vafe quelconque 
ABCD (Jig. 84 > ouvert vers la partie JD^ 
font foUicitées par des forces quelconques , 6c. 
demeurent néanmoins en équilibre ^ ces forces 
doivent être perpendiculaires à la furface ADs car 
s'il y a équilibre , cet équilibre ne fubflftera pas 
moins fi l^on applique une enveloppe de même 
fîguie que la furface AD ; ôt nous venons de 
voir que dans ce cas, les forces qui agiflent (\xt 
la furface AD doivent être perpendiculaires à cette 
furfaceé 

298. Suppofohs donc que les forcée qui agiflent 
fur les parties du fluide , font la pefanteur même ; 
& alors nous conclurons que la direâion de la 
pefanteuf efl iléceflaireiiient |)erpendiculaire a la 
furface des eaux tranquille^ ; & que par conféquent 
hs parties et un mime fluide pefant doit^ent être de 
niveau pour être en équilibre^ quelle que fiit bailleurs 
la figure du vafe qui les retiferme. 

2pp. Concevons maintenant , que lê vaiè ABCD 
(Jig. 8y ) étant fermé de toutes parts , foit rempli 
d'un fluide fans pefanteur; 9c qu'ayant fait «ne 
très - petite ouverture en £ ^ on y apjdique une 
preffion quelconque ; il eft évident que la: preflioo 
4}ui en réfultera fur la furface plane repréfentéç 

Mécanique. L Paru X 
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par BC, m dépeildra nullement de la quantic5 de 
fluide contenu dans ce vafe, ni de la figure du va(e; 
mais que puifque la preffion appliquée en E fe 
tranCmet également dans tous les (ens (295*) ^ celle de 
B C fera égale à la preflion qui agit en E, répétée 
autant de (bis qull y a de points dans B C 

300. Par la même raifon ^ la preflîoo appliquée 
en E agira pour écarter le fond fupérieur AD; Se 
la force avec laquelle elle ^gira , (èra , pour chaque 
point, égale à la preffion qui agit en E ; enfortç 
que le fond ADtR prefle perpendiculairement du 
dedans au dehors avec une force égale à la preffipn 
qui agit eif £ , répéiée autant de fois qu il y a de 
points dans AD^ 

501» Iipaginotis maintenant que le vafe • 

ABCQEF (/g. B6)^ dont la partie CD eft 
horizontale 9 foit rempli d'un fluide pefant» Je dis 
que la prei^on qui en réfuUe fur le fond C P , ne 
dépend nullement de la quantité de fluide contenue 
dans le vafe, mais feulement de la grandeur de 
CD^ & de la hauteur de la fur&ce AF^ aii*def- 
fui de lab^&CiX 

£n effet , concevons fkoti;zontaIe BEy & 
knagtnpns que le flvide coflecou deni SCD£» 
deviencie touii-àvcoup faes pi^^yiteur ; il eiHb évident^ 
far ce qu'on vijsni de dîne ( 2^ } , <ia*ua filet 
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vertical quelconque IK du âaide pefant contenu 
dans AB EF, exerce au point K , une prtÛiùû 
qui doit fe répandre également dans tout le fluide 
BCDE; que cette preflion agit également dé 
bas efft haut pour repoulTer l*aâion de chacun dei- 
autres filets qui répondent verticalement aux dîf^ 
férents points de fi JE; donc le filet IK fait, lui 
feu! 9 équilibre à tous les auti es filets de k mail^ 
ABBF$ donc la mafle BCDE étant toujours 
fuppofée ÙLtis pefanteur ^ il ne réfulee d'autre preffioii 
an fond CD, que celle du filet IK, laquelle ^ Câ 
tranfmettaiit également ft tout tes points de CD'^ 
y occafionne une prëffion égale â celle qui s^eiterce 
au point K , répétée autant de fois qûlt y a de 
points dans CD/ 

Donc û on imagine {Jîg. ÈJ) uti fluide pefant 
contenu dans ACDP, dlvifé en tranches hori'* 
2onrales ; la trattche fupérieure ne comst unique pat 
au fond CÙ d'autre aâion que celle que cbm- 
munlqueroit le fi:Iet ah de méitf e hauteur que cette 
tranche ; & la même chofe' zyûtit lieu pour chaque 
tranche , le' fond CD ncÛ, donc preiTé que comme il 
Je ferok par la (omfte des filets ub, bc^ ed, 9cc. 8c 
puifqQe cette preffion fe tr^finet également à tou5 le^ 
points de CD, elle eft donc égale k CD multipliée 
par U fimme des preffioùs que les filets ab,bc^ci. 
féat capables d'exereet fiir «ft siteie poiât« 

X tj 
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Donc i^ fi U fluide A CD F tft homogène^ 
^ejl "â^ dire y compofé de parties de même nature , 
de mime pefanteur , frc. la prejjîon fur le fonds 
CD, fera exprimée par CD X ag; c^fi^â^dire^ 
fera mefurée par le poids du prifme ou du cylindre 
qui auroit CD pour bafe & ag pour hauteur^ 

a^. Si le fluide cft compofé de tranches de dif- 
férentes den fîtes , la prejjion fur CD fera exprimée 
par CD multipliée par la fomme des pefanteurs 
fpéciflques de chaque tranche ; je dis par la fomme 
dts pefanteurs fpécifiques * & non par la fomme 
des poids; car ce n'eft point de la quantité de 
fluide contenue dans chaque tranche , que dépend 
la preilion , mais feulement de la pefanteur propre 
d*un filet* 

. Il faut bien obferver que ce que nous difons 
ici , a lieu , foit que le vafe aille en s'élargiflant 
par en haut, foit qu'il aille en fe rétréciifant, comme 
dans hflgure 88. La preflion que le fluide ren« 
fermé dans ACDF^ exerce fur CD, eft la mcme 
que celle qu*exerceroit le cylindre £CDG, s'il 
étoit rempli de fluide i même hauteur. 

302* De ce qui précède , il eft facile de con- 
clure que fi deux fluides NHCBFL & EFLM 



• On doit fe rappcllcr ici ce 
qoenmos avpns déjà dit ailleiiri» 
qut U pe&Mciir r^iii^c iume 



macière quelconque , eft U peCui-* 
teur •abfohie d*iin toIuibc cooa* 
de cette ituticre« 
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t^g-^9) homogènes chacun, mais de différente 
denCté, l'un à l'égard de l'autre, fe communiquent 
en FL y dans un vafe quelconque , ils ne peuvent 
être en équilibre qu'autant que leurs hauteurs £F» 
IK y au-deflus du point horizontal FL de féparation ^ 
feront en raifon inyerfe de leurs pefanteurs fpéci* 
fiques* En . effet. ^ le fluide LFBCGO pouvant 
6tre de lui-même en équilibre ( 298 ) , il faut que. 
NHGO puiffe faire équilibre à E FL M j^ il faut* 
donc que la preflion que NHGO exerce^ de bas^ 
en haut fur FL foit égale à celle que EFLM 
exerce de haut en bas fur FL. Or (501) la. 
preflion que NHGO exerce fur FL, eft égale aOt 
poiQs d'un prilme ou d*un cylindre de ce fluide^ 
qui auroit IK pour -hauteur , & FL pout bafe^ 
d'ailleurs Ce poids eft égal à la pefanteur fpécifiqué. 
multipliée par le volume j donc £ oa nomme P 
cette pefanteur fpëciâque » il aura pour expreffîûn^ 
P X IK X FL. Par Va même raifon , fi 1*0» 
nomme p ta pefanteur fpécifiqué dti fluide £ FL M^ 
on aura p x E F x FL pour la pefanteur ab- 
folue de ce fliûde » ou pour la preflion qiii'il exerce, 
fur FL. 11 faudra donc que P x IJC x FL =k 
p X EF X FL, ovL que P X IK ^= p X EF;^ 
donc P : p : : EF : IK; les hauteurs EF^ IK 
doivent donc étfe en raifon inverfe dès pefafiteupé 
ijpéciflqùeSi. 
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Ainfi, par txempfe , fi f,F B CHN Àoit i^ mtKCtm^ 
& E f L M àt l'esu ; comme le mercure eft quatorze fois 
aaffi pefânt que T^au , il âudrok que la iiauceur IK Ri 
quaroire £ok plus petite que EF, c'êft-â*dfre, filt la 
quaroczléme puiie éib MF^ q«#lqtte (gure qu'aie d'sôilittirs 

303. Par ce que nous avons dit jurqulci, on volt donc 
que k manière d*agir des fluides efl bien diffirente de celle 
àn^'hViêêu U ny «, i ptoprcttiMt partor, C>i^. 87) que 
I9 fUiP'XCDC qui eiewe foa aâioQ fiv la fncAce CP; 
4 r/jT- H) U fiir&ce CD eu prelKe par JCDF comme 
dk le («roic par rout le poids du fluide couteau dans Je 
cylindre E C D C ; au lieu que fi c'écoit un (blide , Ci par 
cteiQ^le , le fiuide ACDT venoit i (ê glacer, le fonds 
ft]>porteifo}c une pseffion égale au poids de la totalité A CD F 
(fy* S7} ft au poids do ACDF ieaicment {fig. 88). 

;o4» Mais il faut bien di(linguer ici, entre la preflion que 
le fonds CD éprouve de la pan du fluide, ta celle que l'on 
auïoit d (butenir fi fon vonldit porter le va(è. Il eft fâr que 
fi le fonds CD veùoit i le d4tacker, il ne Cuidroic employer 
«WM cl^fc pour Tiirtêwt (fig- 9? ) qu'un e^t égal au poids 
du q^ndro £ CDG f mais fi Ton vonlok porter le vatè , 
il àudroit employer un effort égal au poids de Teau contenue 
dans tout le va(è , c'efl ce qu'on va voir après que nous au- 
rons donné kl manière d'évaluer la preflion fur les furlaccs 
pitnes obliques , ft fiir les AfCices courbes. 

joy. Soit A CD F (Jig* jo & pi ) la coupe 
verticale d'an vafe terminé par dts furfaces plane$ 
ou courbes , incUnées comme on le voudra 9 à 
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llioriaon. Si foâ conçoit line tranche iofinimcnC 
ininca àbit, on pcrut faire abftraâion de la pe«^ 
fanteor de cefCd tranché ; & cOnfidérer cette tranche 
comme preiTée par le fluide fupériettn Or cette 
preffion (ê répand Clément à loua les pomts de 
la tranche 9 & agit perpendiculairement Ac égale** 
ment fur chacun des points des faces ac^bd. Donc 
puifque (301 ) cette force eft celle que le filet fei4 
J K feroit naître ^ la pptffion qu! s'exerce perpen* 
diculairement fur bi fera exprimée par i^i ^ IK; 
& il eft évident qu'il en fera de même H au lieu 
de regarder bd comme une petite ligne droite ^ 
•n la regarde comme une petite furface* 

^06. Ceft donc a dire y en généra! , que le 
prejjîûn qui s\^trct perpendiculairement fur une fur* 
face infiniment petite quelconque ^ par un fluide 
ptfant & homogène , s'ejiime par le produit de cette 
furfaee ^ multipliée par fa difiante A la ligne de 
niveau AF, Gr par la pefanteur fpécifique de ce 
fluide. 

507. Donc la preffion totale qui s^exerce fuf 
une furfaee plane quelconque fîtuée comme on le 
voudra y eft égale à la fomme des produits des 
parties infiniment petites de cette furfaee ^ mulii* 
pliées chacune par £1 diftance au plan de niveau j 

Xiv 
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ou à la furface fupérieure du fluide ^ ft par It 
pefanteur fpécifîque de ce fluide. Mais par la nature 
du centre de gravité, la fomine des produits de 
chaque parde par fa diftance à un plan fixe 5 eft 
^gale au prodoit de la furface totale , multipliée par 
la diftance de fon centre de gravité au même plan ; 
donc la prejfion qu^ un fluide ptfant exerce contre une 
furface pUn$ oblique ^ a pour mefure le produit de 
cette furface par la diftance de fon centre de gravité 
au plan' de niveau ^ Çr par I^ pefanteur fpéciflque du 
fluide. 

308* Comme les prefllions qui s'exercent fur 

chaque point d'une même furface plane , font per« 

pendiculaires à la furface ^ Se par conféquent parai- 

)èles entr^elles , la réfqltante ou la preflion totale 

doit {206) leur être parallèle^ or, comme nous 

venons de détermlni^r fa valeur ^ ainfî que celles de 

chacune dçs preffions partielles, il fera aifé^ par ce 

qui a jté dit (21^), de déterminer quand on en 

^ura befoin » par où pafle cette réfultante » qui » 

comme il eft aifé dç le voir, ne doit point paffer 

par le centre de gravité G de cette furface .(Jf^. pa) , 

iniiis à quelque diftance au-deffous* Il n'y a que 

^an$ le ca$ où la furface eft infiniment petite, qu'on 

pçy t fuppofer que la preflion totale pafle par le centrç 

' à« gtavitç dç Wtte furface înclînçe, 
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• ^p. Voyons maintenant ce qui réfulto dd 
toutes ces prefllons ^ dans le fens vertical & dans 
le fens horizontal. 

Quelle que foit la figure d*un corps ^ on peut 
toujours concevoir ce corps , comme raflembiage; 
d une infinité de tranches parallèles entr'elles » & 
fe repréfenter la furface du contour de chaque 
tranche ^ comme ralTemblage de pIuGeurs trapèzes. 
dont le nombre eft infini^ quand la furface eft 
courbe. Âinfî, «pour évaluer ce qui réfulte de la 
preflion qu'un fluide exerce , foit fur les parois 
intérieures d'un vafe^ foit fur la furface extérieure 
d*un folide quon auroit plongé dans ce fluide , il 
faut évaluer ce qui réfulte de la preflîon fur la fur* 
face d'un trapèze d'une hauteur infiniment petite. 

Concevons donc (j%. 95) un. trapèze ABCD 
dont les deux côtés parallèles foient AB il CD^ 
& dont la hauteur foit infiniment petite. Qu'au 
centre de gravité G de ce trapèze y on ait appliqué 
perpendiculairement à fon plan , une force P dont 
la valeur foit exprimée par le produit de la furface 
de ce trapèze 9 multipliée par la diftance GG^ de 
fon centre de gravité à un plan horizontal XZ, 

Pour déterminer TefTet de cette force » tant dans 
le fens horizontal » que dans le fens vertical , je 
conçois par la ligne CD un plan vertical CDFE^ 
.^ par la ligne w4B que je fuppofe horizontale. 
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f imagine le plaA^ horizontal AFEB. Et ayant 
mené les lignes verticales Cf» fi F qui rencx>ntrenl 
ce plan en £ & en F, je mène BE & AF ; enfin ^ 
par la direâion G P de la force P , )e conçois un 
plan KIH auquel CD foit perpendiculaire, & donc 
HGK & Hl font les interfeâiops avec les deux 
plans ABCDf FECD; ce plan fera perpendi^ 
culaire aux plans ABCD^ FECD {Géom. ipo), 
puifque CD eti leur interfeâicin commune ; enfin 
du point K pris fur ^B & Jf/C, je mène Kl 
perpendiculaire au plan FE CD; cette ligne ne peut 
manquer detre perpendiculaire à HL 
^ Cela pofé , je décompofe la force P en deux 
autres qui foient dans le plan KIH prolongé, & 
dont Tune GL foit horizontale ou perpendiculaire 
au plan FECD^ & Tautre , G M y foit verticale. 
J'aurai donc en nommant L & Af ces deux forces^ 
& formant le parallélogramme GMNL fur la 
ligne G^prife arbitrairement pour diagonale , j'aurai 
( 20I ) P : L : Af : : GN i GL : G M^ 
o\x : i GN i GL : LN. Mais comme le triangle 
GLN z fes côtés perpendiculaires fur ceux du 
triangle KIH^ ces deux triangles font femblables 
(Géom. m), & Ton a GN : GL : LN : : 
HK ; HI : IK; donc P : L : M : : HK 
: m : IK. Multiplions ces trois derniers termes 

par ^ — -. X GG'f ce qui ne changera point 
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leur rapport ; & nous aurons P : Li M:: HK x 
dLL±SE X GG : fil X ^^-^^D X CG' 



% 



Obférvons maintmant x*" que HK x -. ^^ 

«ft la furface du trapèze ABCD. a^ Que puifque 
CE & DF font parallèles, 8c quil en eft de 
même de CD & EF, ^n a CD = EF; donc 

IK X £^JÎl££ eft la même chofe que IK x^ 



AB ^EF 



» & par conféquent eîl la furface du' 

trapèze A FEE. 3^. Et comme on fuppofe que 
la hauteur du trapèze AECD eft infiniment 
petite > £ F qui eft égale à C D , peut être prife 
à la place de^fi&deCD, enforte que 

HIx ±Su±£E. & réduit à HÏx EF qui 

eft la furface du reâangle £ CD F. On a daiac 
P : L : M $ : ABCD x GG : ECDF^ 
G G' : AFEB X G G'. Mais nous avons fuppofé 
que la force P étoît exprimée par ABCD x GG'; 
donc la force L eft exprimée par ECDF x GG'i 
& la force M eft exprimée par i4F£B x G G'. 

310* Concevons maintenant que des angles 
u4, D, C^ £9 on ait mené des perpendiculaires 
fur le plan XZ. On peut fe repréfenter ces per-? 
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pendiculaires ^ comme les arêtes d'un prifme tronqué 
dont la bafc horizontale fur le plan XZ, feroit 
égale lAFE^^i>i dont la bafe inclinée ^^ABCD. 
Or comme Ah ti CD font fuppofées infiniment 
proches , la folidité de ce prifme tronqué n*eft ^as 
cenfée différer de celle du prifme qui auroit la même 
bafe horizontale, & qui auroit GQ/ pour hau-» 
teur ; mais cette dernièrj auroit pour exprçfGoft 
j4FEB X GC qui eft précifément celle que nous 
venons de trouver pour la force verticale M; dont 
cette force a au/G pOur expreflion la folidké d» 
prifme tronque qui a pour bafe inclinée ABCDf 
& pour bafe horizontale la projection de ABCD 
fur le plan horizontal XZ^ 

m 

31 ri Itnagîfions aâueHement un follde qtreï-» 
conque , coupé en une infinité de tranches hori** 
zontales , telles que ABDEabdt (Jig. 94. ) , & 
que^perpendiculairement au centre de gravité de la 
furface de chaque trapèze dont on peut imaginer 
que la furface du contour dç cette tranche eft com« 
pofée, on ait appliqué des forces repréfentées chacune 
par le produit de la furface du trapèze correfpon** 
dant , multipliée par la diftan'ce de fon centre de 
gravité à un plan horizontal XZ. Ces forces- feront 
les preffions qu'un fluide pefant exerceroit fur U 
furface intérieure de la tranche* ABDËakA't 
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d*un vafe dans lequel 11 feroit contenu ; elles feroient 
au(E les preffions qu^un pareil fluide exerceroit fur 
la furface extérieure d'un folide qui y feroit plongé. 
Or nous venons de voir que fi Ton décômpofoit 
ces forces en deux autres , Tune verticale ^ & Tautre 
horizontale ; chaque force verticale feroit repréfentée 
par le prifme tronqué qui a pour bafe dans le plan 
horizontal XZ, la projeâion du trapèze fur ce 
plan 9 & qui a pour bafe inclinée ce trapèze même. 
Donc la fomme des forces verticales , ou la force 
verticale unique qui en réfulte , fera repréfentée par 
la fomme de tous ces prifmes tronqués ^ & comme 
la même chofe doit s'entendre de chaque tranche 
horizontale; il faut donc en conclure. 

I*. Queji un vaft àt figure quelconque A CD P. 
(fig. 86) eft rempli de fluide jufqu^à la ligne queU 
conque AF , il ne réfulte de toutes les prejjîons que 
le fluide exerce fur chacun de fes points , d'autre force 
verticale , qu'une force repréfentée par la folidité ou 
plutôt par. le poids du polume que le fluide occupe. ; 

2?. Que fi un corps tel que AEDBM (fig.^^y)» 
dont AIBF ey! la plus grande coupe horizontale f tff' 
plongé dans un fluide à une profondeur quelconque , 
& que l'on faffe alflraSlion de la prejjîon qui s^exer^ 
ceroit fur la partie fupérieure A M B ; Vefbrt vertical 
du fluide pour le foulevcr , eft égal au* poids du 
volume du fluide qui feroit comprU entre le niveau 
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XZ, la furfact AIBFE, Cr la furface convexe 
formée par Us perpendiculaires abaijiets de tous les 
f oints du contour A I B F , Jur le plan X Z. 

Si Ton conGdère enfuite la preilîon qui s*exerce 
fur la furface fupérieure à la plus grande coupe 
horizontale , on voit par la même raifon , qull réful- 
terôit àes prenions du fluide fur cette furfâce , qu'il 
en réfulteroit^ dis- je» dans le fens vertical, & pour 
poui&r le corps en bas , un effort égal au poids du 
volume de fluide qui feroit compris entre cette 
même furface , celle A F* B' I' de fa projeâion , 
& celle que forment les perpendiculaires menées 
de tous les points du contour AlBF^ Donc fi du 
premier e^ort vertical, on retranche le fécond^ 
on voit que le corps eft pouffé verticalement de 
bas en haut, par un effort égal au poidc du vo- 
lume de fluide dont il occupe la place. 

312. Concluons donc géoéndemeat , qxi»fiuM 
corps eft plongé dans un fluide quelconque j il y perd 
une partU de fin poids , égale au poids du volume 
ia fluide qy?il déplace. 

m 

^i^. n nous refle maintenant deux chofes i 
examiner ) la première eft de favoir par où paffe 
Teffort vertical réfultant dei preflions du fluide : 
la féconde a ce que deviennent les forces borl- 
zontales^ 
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Qu^nt à la première, il eft facile de voir que 
cet effort vertical doit paflèr par le centre de gra«» 
vite du. volume de fluide qui a été déplacé. £a 
effets fi on conçoit ce volume décompofé en un(B 
infinité de filets verticaux , TefFort que 1» fluid# 
exerce pour pouffer verticalenoent chaque ^let ^ eft 
exprimé (3x1) par le poida d'un volume de fluide 
égal à ce filet. Donc , pour avoir la diftance de la 
réfultante , à un plan vertical quelconque , il fau* 
droit multiplier la maffe de chaque filet confidérée 
comme de même nature que le fluide , par la diftance . 
à ce plan , & divifer la fomme de ces produite par U 
fomme àts filets; or c'eft précifément ce qu'il faut 
Jaire pour trouver la diftance du centre de gravité du 
volume déplacé > donc en général la ppujf'éc ptrticalt 
^unfiuide fur un corps qu on y plonge , pajfe toujours 
pur U citttre de gravité du volume de fuide déplacé. 

3x4. Voyons nuintenant ce que deviennent let 
forces horizontales dooi nous av4v pirlé x;i-defrgs. 

Si l'on fe repréfente toujours la tranche foilidf 
de Wfiguuf^^ & que par les côtés êb^^bç^ Sec. 
de la feâion inférieure^ on conçoive des plans vei> 
ticaux terminés par la {eSdon fiipéf ietire 1 ces plany 
formerocit le cQotpur d'uo prî6o« qui %ui[a p«ut 
hauteur celle de la^ tranche ; & cha^M face de ce 
prifme , exprimcfa (^op} par VètêfE^m de fii fw&çe» 
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la valeur de la force horizontale qui lui eft prer«- 
pendiculaire. Mais comme toutes ces forces font do 
même hauteur , leurs furfaces font dans la raifon 
de leurs bafes, ab, fcc, Src^ donc les forces hori« 
mentales font entc'etles dans )a raifon à^s côtés ab^ 
ic^ 8cc. D'ailleurs à quelque endroit de ces faces 
Qu'elles foient appliquées ^ comme ces faces font 
d'une hauteur infiniment petite , on . peut regarder 
ces forces horizontales ^ comme appliquées » toutes, 
dansUe plan horizontal Àbci ef, chacune perpen- 
diculairement fur le milieu du côté qui fert de bafe 
à la face correfpondante du prifme dont il »agit. 
Je db fur le milieu , parce qu'il eft aifi^ de voie 
que la réfultame des preflîons qui s'exercent fur la 
furface de l'un quelconque des trapèzes qui forment 
la furface de la tranche , doit pafler par l'un des 
points de la ligne qui joint les milieux des deux 
côtés parallèles ;& que par conféquent la force ho- 
rizontale qui en réfulte » doit rencontrer la ligne 
qui foint les milieux de deux côtés oppofés de 
la force correfpondante du prifme. La queftion eft 
donc réduite à (avoir ce qui doit arriver à ua 
polygone quelconque ( j%. p5) lorfque chacun d« 
lès côtés eft tiré ou pouffé par une force appliquée 
perpendiculârement à fon milieu , & reprélêntée 
pour fa valeur, par ce côté. Nous allons voie 
qu'elles fe détruifent mutuellementr 

Ne 
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Ne cônfidéroni d'abord que deuic forces PinQ,^ 
(fig. 97) app]i()uéés periicndiculairement fur lés 
înilieiix des deilx côtds AByACû\i triangle ABC, 
& repréfentées par ces côtés. Il eft clair que leur 
réfultanté pàfleira par leur point de concoui-s F, 
qui dans le cas préfent eft le centre du cercle qui 
pafleroit par les trois point* AyB^ C (Géom. j;^). 
Je dis d^ailleurs , qu'elle doit paffer paf îé milieu du 
côté BÇ, auquel elle fêta par cdnféqiient perpendi- 
culaire ; 6c qu'elle fera repréfentée pair ce côté B C. 

En effet ; R Toh décdmpofe la force P en deuk 
auties^ lurie De parallèle. Si l'autre Dh perpen- 
diculaire àti côté BC, ^n formant U parallélo- 
gramme Dtgh; dn aiirà en nommant é & À ces 
deux forces, P : e : ft : : Dg : De : Dh : : Dg : 
Df : ge; or en abaiiTant la perpendiculaire jéO, 
le triangle geD tR femblabîe au triangle AÔB, 
parée qii' ils oiit les côtés perpeildicuiaifès. On a 
donc Dg i De i ge : i AB i ÀO i BO; donc 
P : e : h : i A B : Ji Ô i BO. Or p2iX là fuppo* 
lition , la valeur de la force P eft repréfentée par 
ABs donc Celle de e ïé& p^t AOj Se celte de 
h l'eft par BO. 

Si Ton décompofe pareillement là force Q en 

deux autres. Tune In\ parallèle, & l'autre Ik per- 

pendiculaire au côté fiC, on prouvera de même, 

que m eft repréfentée p^r AO, de k par CO. Les 

Mécanique* /• Partie. Y. 
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deux forces m 8c e font donc égales, puîfqu^elles 
font repréfentées par la même ligne A O. D ailleura 
elles agi/Tent en fens contraires , & fui van t une 
même ligne D I parallèle à fi C , pulfque D & I 
fon les milieux de AB ^ AC; donc elles fe dé* 
truifent. La réfultante doit donc être la même que. 
celle des deux forces h Se k ; Ôc comme celles-ci 
font parallèles , puifqu'elles font perpendiculaires à 
fiC, que d'ailleurs elles agifient dans le même 
fens , leur réfultante doit être égale à leur fomme 
& perpendiculaire à fiC Donc i^ elle eft repré- 
fcntée par BO -^ OC; ceft-à-dire, par fiC 
2^. Etant perpendiculaire kBC, ic devant d'ailleurs 
paiïeF ^ ainfi que nous venons de le dire , par le 
centre F du cercle circonfcrît à ABC, elle paffe 
donc par le milieu de fiC 

Cela pofé, (/g. ^6) la réfultante V des deux 
forces P & r fera donc perpendiculaire fur le mi- 
lieu de fi £ , & repréfeotée par B £, Par la même 
raifon , la réfultante X des deux forces V Se S , 
& par conféquent celle des trois forces P, T, S, 
fera perpendiculaire fur le milieu de fi 77, & re- 
préfentée par BD. Enfin la réfultante Y des deux 
forces X & Q , & par conféquent , celle dqs quatre 
forces P, r. S, Q, fera perpendiculaire fur le 
^ milieu de DC, ic repréfemée p^r DCi elle fera 

^ donc égale & direâeraent oppofée à la force Ai 

donc toutes ces forces fe détruiront. 



• •. 
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On voit qiie le raifonnement eft le même q^uels 
que foient le nombre & la grandeur des côtés. , 

Donc en général ^ ks efforts qui réfultent daf^t 
le fins horizontal > di la pnjfîon qu'un fiuidt p^fafit 
exerce perpenditulairemeht fur là fuiface d\n corpi 
qui y eft plongé^ ft détruljtnt mutuellement. 

3I5', Tels font les principes qui fervent à dé- 
terminet- les effets de la prefEon des fluides fur les 
vafes qui les renferment j & fur les corps qù*on y 
plonge» Voyons maintenant quelques ufages de coi 
principes* 

Puifque les efforts que le fluide fait dans le (ctis 
horizontal , fe détruifent mutuellement , il ne faut 
donc pour conferver un corps dans la pofîtîon qu'on 
lui aura donr4ée dans un fluide, il ne faut, dis-je^ 
autre chofe, que détruire Teffort vertical de la 
predion; ce qui exige deux chofes, la première » 
qu'on oppofe de haut en bas lin effort qui foit égal 
a celui que la pfeflion e^rerce de bas etl haut; là 
féconde^ que cet effort foit eti ligne droite avec 
celui de la pouffée verticale du fluide. Or la pouifée 
verticale du fluide, efl équivalente au poids du 
volume de fluide déplacé; àoncji le volume defiuide 
déplacé ^pife plus que le corps plongé^ le corps furnagera 
Gr s^élivera jufqu^à ce que le volume defiuide corrêfpon-^ 
dancàlapartlefubmer^ée, pèfe autant que le corps entier. 

Yij 
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Ureomêtrej ou pèfe-liqueurs. Ce font des indrunsens qai pac 
la quantité dont ils s'enfoncent ou (è relèvent dans certaines 
liqueurs, font connoître la pefànteur (pacifique de ces U- 
queurs, 

Potu en donner une idée , concevons que le cylindre creux: 
A^CD (fig. 99) IcM dans ùl partie inférieure DC avec 
Ui«e maùère pcfante quelconque , afin de lui ^re coa&rver 
une lîcuacion verticale , ibit plongé dans an fluide | Se qu'il 
s'arrête de lui-même lorfqu'il eft enfoncé de la quantité ED* 
Akurs on tù sûr (311) que le volume de fluide dont EDCF 
occupe )a place , pciè autant que le corps emier A D C B. 
Donc fî on conuoît le poids abfolu du corps A DC By on 
a le poicis d'un volume de fluide égal au cylindre EDCF\ 
poiic fî oa évalue la folidité ou le volume EDCF en pou« 
ces cubes par exemple, & le poids de ADCB en onces ^ 
eu divifant le poids de ADCB par le nombre des pouces 
C^be^ dq E D C F y le quotient exprimera ce que péfe un 
Doucç cube du fluide dont il s'agit. 

Ayant ainfi déterminé la pefànteur fpéciflque dSio fluide,^ 
pu' détermine enfuite celle des autres , beaucoup plus promp- 
fen^çnt, en partant^ toujours des mêmes principes. 

Concevons qu'ayant divifé le cd;é ^D en plufieurs parties 
égales , on ait marqué le point E od le cylindre s'arrête 
^i^ns le fluide qui a fcrvi à la première expérience. Alors i 
eu plçQÇeant le cylindre dans un au:re fluide, il s'eûfbncc 
^ipla, quanûcé De plus grande ou plus petite que DEy on 
en conclura que le nouveau fluide eft, au contraire, fpécifi-r 
quement moins pefant ou plus pefant que le premier, dan^ 
^e rapport de De i DE ; ç'eft-à-dire {32.0) que la pcfan- 
leur fpéciSque du premier fluide efl i celle du fécond , comme 
J) ç ; DE i çnfortc que comparant les nombres de pa;:ic4^ 



DE MAfHÉMATIQUES. 34J 

de Djf que eomprènnent DE Se De ^ on aura le rapporc 
des peiknceurs fpéciftques des deux Hqueurs ; oa bien encore , 
fi ayant marqué au point E la pefànteur fpiîcifique i\i fluide 
auquel on veut comparer cous les aurres, an fe prôpofe d6 
marquer aux différcns points e les pefanteurs (péciôques des 
liqueurs dans lefquelles l'aréomètre plongerôic jufqu'en e ; on 
divi(cra' le nombre des parties égales de DE par le nombre 
des parties égales de De^ & multipliant le quotient psir la. 
pefànteur fpccilîque qui correfpond au point E , on aura celle 
qui correfpond au point e; c'eft-à-dlre, le nombre qu'il faut 
écrire en e pour marquer la pefànteur fpécifique du fluide 
dans lequel le cylindre s'artêteroit à cette divifion. 

Mais fi on vouloit comparer les pefanteurs fpécifiques de 
^ fluides peu diflécenS en denfité ; pour peu que le cylindre 
eut de largeur y il- ed clair q^e la différence des enfbncemens 
fcr^dt ^'autant plus petite , que la différence de denfité feroic 
elle-même plus petite, 8c que le diamètre du cylindre feroie 
plus grand. Il faudroïc donC alors employer un cylindre d*ua 
diamètre fort petit ; mais pour lui conferver la fiabilité » ou l&r 
faculté de fe maintenir dans une fituation verticale , alors oa> 
pourroit l'adapter comme on le voit (fig. too) â un aatr^ 
cylindre CHIK ^ leîlé comme il a été dit ci-dcflus» 

Au reAe, il n'eft point néceiTaire que la partie GHIK 
foit cylindrique, non plus que la parcie ABC D^ La partie 
CHIK peut avoir la forme que Ton voudra y pourvil 
qu'elle procure de la ftBbiiicé ; & la partie ABCD peut 
être prifiuâcique de telle figure que Ton voudra d'ailleurs* IL 
fufBt qu'elle foit telle que des parties égaies du. volume 
ABCD répondent â des parties égales de la longueur AC ^^ 
enfone qu'on peut donner a raréomècrc la figure que l'on voie. 

y iv 
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On peut rarîer à l'infinJ la çonAniAion 8c h ferme it cci 
îuftrumeos en parrapr coa/oius des méfies priocipes. Mus 
fiprès ce que nous venons de Ute , nous ne ferons naentico 
gue de l'aréomètre repréfenté (fig* loi )• Le précédent cft 
pefliné à marquer les pefanccurs fpécifiques de$ liqueurs par 
(es dîSéren$ enfoncemens î celui-ci le$ d^eripine par un enibu» 
cernent coudant, 

A BCD eft une e/péce de bouteille de verre creufê, i 
long col , lefl^e dans (à partie inférieure C avec un peu de 
mercure. L'extrémité A porte un bafCn deAiné a cecevoii 
différetis petits poids. E efl une marque qui déHgne le point 
pil s'arrête l'aréomccre par ion poids ièul dans la liqueur la 
moins pefânte. 

Si on plonge cet aréomètre dans une autre liqueur plus 
pefante , il ^'élèvera , & ne pourra 6tre ramené au même en-s 
foncement qu'en ajopraot des poids dans le balfîn ^. La quan-. 
tité de c^s poids qu'on ajoute Eût connoltre la différence d^ 
pçfantcur (pécifique eptre le fluide aûuel & le premier; ainfi 
çonupiiTanc la pefanteur (pécifiquç du premier, on ^.çe^e de; 
^put aut^e. 

3 22. Si le corps p^fç plus qu'un pareil volume 
^e fluide ; alors il doit s'enfoncer ^ & ne peut être 
ftetenu que par une force ég^le à Texcès de fon 
poids fur celui d'un pareil volume de fluide. Oç 
il nous repréfentons toujours par p & P les pefan* 
fç^rs fpéci^ques du fluide &^du corps; & paf ^ 
|ç volume du corps, nous aurons PK — pf^ 
pour 1 -excès du poids du corps fiir celui d'un pareil 
^olumç de fluide. Donc fî on conçoit que ce çqrp^ 
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foit retenu,^ à l'aide d'un fî] ^ au fléau d'une balance 
comme on le voit (fg. 102) ^ Se que P- foit le 
poids avec lequel il peut être en équilibre ; on aura 

P^ =3 PF -r. />K; d'où l'on tire JL == ^^/^^Is 

Or P K eft le poids du corps dans l'air , & P^ fou 
poids lorfquHl eft plongé dans le fluide y donc con^ 
fioijfant le poids d^un carps dans Vair ^ &* fon poids 
dans un fluide , on aura ai/ément le rapport des pefan^ 
(çurj Spécifiques de ce dernier fluide (r du corps ^ 
m divifant la différence dç ces deux poids , far 1^ 
poids du corps dans Vaif, 

Par ç^ei^iple » fi un corps pè(è 6 onces dans Pair Se ^ oAcei 
dans l'eau , je djvife la difiërence ' i , par 6 , & le quodeoi 
I, me fait voir que la pcfancear (pécifique du çotj^s, cû â 
celle du fluide, comme 6 dï i i. 

Vzir y comme fluide pefant, diminue auflî un« 
partie du poids des corps ; en forte que le poid$ 
qu'ils ont dans Tair n'cft pas leur poids réeL 
Mais comme Tair eft un fluide fort rare ^ & dont 
4a pefanteur fpecifique n'eft qu^environ la 8/0^ partie 
de celle de Teau y on peut fe difpenfer d'avoir égard 
i la dimini^tion qu'il occafionne, 

325. Si Ton conçoit qu'on plonge le mêmei 
corps que ci-delTus, dans un autre fluide dont la 
cçântçpr fpccific^ue foit p' , & <^e P^' foit le pQjlcJU 
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avec lequel il peut alors être en équilibre ; de 
même qu'on a eu P' z=m P V — pV^ on aura 
P'\ =i PK — p'V; or ces deux équations don- 
nent pV =^ PV — P% & pT = PV — P^'; 
donc divifant cette dernière par là précédente, on 

aura -^— = —-— ; d'où connoiflant le poids 

p p F^ r ^ 

P V d'un corps dans l'air , fon poids P'' dans un 
fluide , &: fon poids P^ dans un autre fluide , on 

déterminera facilement J—^ c*eft-à-dire, le rapport 

P 

des pefanteurs fpécifîques des deux fluides. 

C*eft d'après ces principes que l'on peut conf- 
truire une Table des pefanteurs fpécifiques des dif- 
fçrens corps tant >jlides que fluides. On en trouvera 
une à la fin de ce volume* 

324* Suivant ce que nous venons de voir» îa 
pefanteur fpécifique multipliée par le volume , donne 
le poids abfolu d'un corps. Mais la denfité multi* 
pliée par le volume donne la maflTe (160), qui 
( 171 ) eft proportionnelle au poids. Donc la pe« 
fauteur fpécifique multipliée par le volume ^ eft 
proportionnelle à la denfité multipliée par le vo* 
lume \ donc la pefanuur fpécifique dti corps c/J 
proportionnelle à leur denjîté^ 

32J» Revenons aux corpi qui fupnagent. Pou* 
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qu'un corps ^puifle refter en équilibre fur un fluide 1 
il faut, ainfi que nous l'avons vu C315'), que fon 
poids total foit égal à celui du VQlume de fluide 
déplacé. Mais cette condition ne fuffit pas. Il fauf- 
encore , que la ligne qui pajje par le centre de grât 
rite du corps plongé j Gr par le centre de gravité du 
volume de la partie f^bmergée , foit verùcaleB 

Car la pesanteur Au Corps, & la poufTée du fluide i'eitt^ 
(«ne chacune (ùivaac une ligne verricale, dckoc la première 
paife par le centre de gravité du corps, 5c la féconde^ pat 
le cenue de gravit^ du volume déplacé , ne peuvent être 
dire^cmenc oppofées , ( comme il Êiac qu'elles le Ibienc pou( 
rc(]uilibre ) cju autant que ces deux verticalçs Ce çonfbndroau 

326, Aînfi, pour déterminer fi. un corps,., •^ 
ACEDB [fig, X03) d'une forme & d'une matière 
connue, peut demeurer en équilibre fur un fluide,^ 
dans une pontioa qu'on a deiTein de lui donner ; 
\\ faut mener un plan horizontal CD qui fépard 
vne partie CED dont le volume foit au volume 
tQtai AEBy comme la pefanteur fpécifique du corp$ 
eft à celle du fluide ; & ayant déterminé le centre 
cie gravité G de v4jBB, & celui & de CED, fi 
la ligne G G' efl perpendiculaire au plan CD , l'ç* 
^uilibre aura Hcq. » 

527. Nous fupp^fons dans ce que nous difonsi 
içi,.qu9 le corps AEB çft homogène; c'efl à-dîrc. 
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^ne la matière qui campofe Ton poids eft toute do 
même efpèce j & qu elle eft uniformément répandue 
dians tout Tefpace qu'occupe le volume total. S'îf 
nen étoit pas ainC , on commenceroît par calculer 
h valeur d^un volume de fluide , égal en poids , 
au poids total de A£ B , & Ton feroit CED 
égal à ce volume, CD étant horizontale; ce qui 
Ui réduit à une queftion de pure Géométrie , dont 
ks principes > donnés jufqu'ici y peuvent fournir la 
iblution* . 

3:28» C eft encore une autre queftion que Tofi 
peut réfoudre à Taide des mêmes principes ^ que 
cette de déterminer les différentes pofîtions dans 
lefqueUes un corps peut refter en équilibre fur un 
fiuide; mais comme nous n'avons aucune applî* 
cation eflfentielle à faire ni de Tune ni de l'autre de 
ces dçux queftions , nous ne nous en occuperons 
pas, 

32^ Le corps CED (fiy. 104) étant aâuet- 
lement en équilibre fur un fluide dont AB eft la 
furface; G étant le centre de gravité de ce corps} 
G* celui de la partie fubmergée AEB ; fi Ion 
conçoit que Ton incline infiniment peu le corps, ca 
forte que aEh devienne la partie fubmergée , dont 
C fpit le centre de gravité. Ce corps reviendra 
9 6 première poCtîon , fi la verticale G'^M- (jut 
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convient à cette féconde pofition , rencontre la ver- 
ticale G' M qui convient à la première ^ au-deflus 
du centre de gravité G du corps. A.u contraire il 
verfera tout-à-fait ^ (i le point M eft au-deffous de 
G, comme en M\ 

En effet, la direâion G'^M qu^aura alors la 
pouffée de Teau , de qui fera verticale , ne paffant 
point par le centre de gravité G, tend (290) i 
imprimer au corps deux mouvemens , l'un pour 
élever le centre de gravité , & qui efl détruit par 
ie poids du corps ; l'autre qui tend à le faire tourner 
autour du centre de gravité G. Or il eu facile de 
voir que (i le point G eft au-defTous de Af , ce 
mouvement de rotation autour de C, tend à fe faire 
de A vers C, Se par conféquent à ramener G^ dans 
la verticale aâuelle G" M. Au contraire, fi Af eft 
au-deiïbus de G ^ comme en M*; le mouvement 
de rotation autour de G, tend à fe faire de Ù 
vers A^ Se par conféquent ne peut qu'éloigner G^ 
de G" ; c eft - à * dire , tend à faire renverfer le 
corps. 

Donc pour que le corps puifTe revenir à (a 
£tuation primitive , il faut que G^M foit plus 
grande que G^G. 

Le point M eft ce qu'on appelle le Mitactntn ; 
parce que c'eft la limite de la hauteur à laquelle 
peut être placé le csntre de gravité G , pour que 
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le corps flottartt ne foît pas renverfé paf une petite 
. incHnaifbn ; car pour peu que G (ut au-de/Tus du 

^ point M y le corps fe renverferoît. 

330. Les fluides élaftiques ont de commurt 
avec les fluides fans reiïbrt , qu'abftraâion faite de 
la pefanteur, la preflîon fe communique également 
dans tous les fens. Mais ils difïcrent de ces der^ 
îiiers^ en ce que fi après avoir appliqué à la fur- 
face AB (fgi loy) d'un fluide fans relfort, une 
preflîon quelconque P^ qui agîfle fur un fonds 
mobile ^B, on vient à fupprimer fubitement ce 
poids P, le fluide n'agira pas contre le fonds AB. 
Au lieu que dans les flaides à rdffort , (i après que 
la preflîon P aura amené le fonds AB dans la 
lîtuation quelconque ab , on vient à fupprimer cette 
preflîon , le fonds a h fera repôufle de b vers B 
avec la même force qui Tavoit amené de B en bi 

Quoi qu'il en foit , la manière donc la preflîon 
le diftribiftra , fera toujours la même qiie pour les 
fluides fans reflbrt ; c'eft-à-dire , qu elle agira perpen- 
diculairement aux furfaces ; & que dans les fluides 
élaftiques pefaos y ic qui ne font comprimés que 
par raéUon de leur pefanteur , les eflbrts de la pref- 
fion fur les parois des vafes , ou fur la furface des 
corps plongés dans ces fluides,, ces efforts, dis-je, 
eftimés dans le fens horizontal , fe détruiront mu- 
tuellement ;* & dans le fens vertical , ils fe réduiront 
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à un feul dont la direâion paflfera par le centre 

de gravité du volume fur lequel le fluide ag't. ^ 

33 K Quant à la valeur abfolue de la preflion 4 

fur une furface quelconque » en vertu 4^ la pefan^ 
teur feule du fluide élailique ; il n eft pas douteux 
que fur les furfaces horizontales ^ elle ne foit , toutes 
chofes d'ailleurs égales , proportionnelle aux furfaces 
fur lefquelles elle s'exerce. Mais elle ne fe mefure 
pas , comme dans les autres fluides » par le poids 
du prifme^ ou du cylindre qui auroit pour bafe 
cette furface ; & pour hauteur , la diftance de cette 
furface jufqu'à la furface fupérieUre du fluide» 

En effet, fi un fluide élafiique eft tel que fans 
fa pefanteur , il puiife occuper Tefpace AEFB 
ifig* lo6); lorfquon le fuppofera pefant, il eft 
vidble que les tranches de ce fluide, les plus proches 
dt« fonds EF^ chargées de leur propre poids, & 
de celui des tranches fupérieures , feront plus com^ 
primées que celles-ci \ que par coi^féquent > fi fofi 
conçoit deux tranches de même hauteur , Tune près 
du fonds £ F; l'autre à quelque diftance de ce foods » 
la matière de la première* fera plus dénie que celle 
de la féconde , & pèfera par conféquent davantage. 
Ainfi les tranches de siêsie kauteur chargeant le 
fon^s £F, d'autant ohoios quettes* cii feiM pk»s^ 
éloimétts .la oref&on for te f«od» KFàmi itS&xmf , 
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non- feulement par la grandeur de ce fonds ^ & pa^^ 
le nombre des tranches contenues de Z> en F^ 
mais encore par la pefanteur fpécifîque de chaque 
tranche, laquelle eft ditf(£renté d*ùn endroit à Tauti'e* 
Enforte que fi Ton repféfénte par x h diftance 
FQ^ d*une tranche quelconque, au fonds EFs pat; 
d X ja hauteur infiniment petite dé cette tranche ^ 
& par D la pefanteui: fpétifiqiie , où la denfité de 
cette même tranche ; Ddx fefa le poids d'iïn filet 
4e cette tranche ; & fdn aâion fur £ F, fera E F 
it Dix; donc Tadion de toutes lès tranches^ 
ou la preflîon fur fi F, fera EFfÙdxj c'eft-à- 
dire y qu'il faudra prendre l'intégrale de Ddx, Se 
la multiplier par EF. Il faudra donc connaître 
la valeur de D en x ^ c'e(l*à-dire i fuivant quelle 
loi les denfîtâ varient, à mefure que lés tf anches 
font plus éloigrfées du fonds EF. 

Quand oii aura déterminé la prefiîon fur une 
furface horizontale, il fera aifé de déterminer là 
prelSoB^ fur toute autre furface, en partageant cetcé 
furface en parties infiniment petites ; chacune de ces 
parties pourra être regardée comme preifée autant 
que fi elle étoit horizoatale. 

33^. Dé tous les fluides élaftiques ^ falr eft 
celui qui nous intéreffe le plus ; c'efl: pourquoi nofui 
«lions nous arrêter à en eonfidérer les principales 

* propriétés 
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propriétés ; celles du moins y qui ont le plus de 
rapport à notre objet» 

333. Vair efi pefant. Cefl un fait conftaté par 

un grand nombre d'expériences. En voici quel- 
qu«s<-UQes» 

€ï Ton prend un tube ic verre (fy* 107 ) d'environ 30 
pottCQ9y fermé hermétiquement par Tune ji de Ces extré* 
mités , & que par le bout onvert on introduifè du mercure 
dans toute la capacité j fi Ton vient i renverfer Sr plonges* 
le bout ouvert £^ dans un vafe od il y ait aufli du mercure; 
le mercure contenu dans le rabe , de(cendra jufiju'â ce que la 
colonne reilante (bit d'environ 17 pouces & demi*^, â compter 
de la furface du mercure dans le vaiè* 

Voici comment cette expérience prouve la pe(anteur de 
Tair. La colonne de mercure contenue dans C£ exerce au 
point £ une prefUon fur le mercure inférieur qui ne peut 
être contre-balancée que par un effort égal agiiTant en fens 
contraire» Or le mercure contenu dans le va& où le tube eft 
plongé , n'agît contre cette colonne , qu'à raifbn de la di(hince 
de la furiace fupérieure julqu'i l'ouvenure 2f ; il ne peut donc 
contre-balancer. On ne peut donc chercber , ailleurs , l'e&n 
néccflkire , que dans le fluide qui repofe fur tous les points . 
de la fur£ice (upérieure du mercure contenu dans le valè; 
c'eil-i-dire , qu'on doit la chereher dans l'atir 5 donc c'eft l'aîs 

* Cette quaatité varie félon Tétat I peu fret , au m^me niveau que 
de Pair , 9c U hauteur du lieu où | Paris, Nom fuppofoas de plus « que 



fe &tt rexpéricnce; nous fupporom 
ici« que c'eft lorTque l'air eft dans 
un it» moyea, & que Ton eft» â 



le mercure contenu duu le tube , a 
été purgé d*air $ ce n'eft p^s ici le 
lieu d'en e4;poiet le* «ioft^« 
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qui par (on poids £iic équilibre à la colonne JB C ât 
mercure. 

Voici, d'ailleurs, un autre fait qui nous (èra urile & qui 
vient à rappui« Si c'cil l'air qui (bucienc la colonne JS C ; il 
£iut, fi nous employons un fiuide moins pe(ant que le mer- 
cure, que la hauteur à laquelle ce fluide reAera fufpendu, 
foit plus grande que JB C^ Se cela (301) dans le rappon 
inverfe des pefanteurs Spécifiques de ces deux fluides. Or on 
£iit que Teau pèfe quatorze fois moins que le mercure* Il faut 
4oDC que (î Ton emploie de Teau -an lieu de mercure , elle 
^uiilè être fouceuue par Tair , îu(qu'a la hauteur de quatorze 
i^is vingt-fept pouces & demi ^ c'eit - à - dire y ;u(qu'â trtnte- 
deuz pieds environ* C'eft en effet, ce que l'expérience con<« 
firme» Car on fait que fi par le moyen d'un pifton on veuc 
élever l'eau dans un feul corps de pompe , au-deli de trente-* 
deux pieds , l'eau s'arrêre con(lamment à ce terme à très- 
peu près. On ne peut donc douter que l'air ne (bit pefant^ 
8c que par cette raifbn , il ne prefle la (ùrface des corps ^ 
autant que le feroit une colonne d'eau dont la ba(è (èroit 
égale â cet^e furface , & dont la hauteur fcroic de trente-deux 
pieds environ, 

C'eft cette preflïon qui , appliquée à tous les corps , êc 
par conféquent â la furface de l'eau , oblige l'eau de monter 
djins les pompes , lor(qu'en tiraoc le pifton on fait un vide 
entre le pifion Se l'eau dans laquelle plonge la pompe. Mais 
pour avoir des idées plus diiVinâes fur la. manière dont l'eau 
s'élève dans les pompes , il fiiuc examiner une autre propriété 
de l'air. C'eft Ton éladicité. 

^34. Uair efi cowprejjible ; il efi élajlique j & 
Us .%^olumcs auxquels il peut être réduit par la 
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corr.prejjion , font , fenjiblement , en raifon invcrfc des 
poids dont il eft chargé. 

Ceft un fait établi par rexpérîence fulvante. 

Dans un tube de verre recourbé ABC (fig. îo8) donc 
la branche A B foie au moins de trente ou quarante pouces, 
èc dont la branche B C foit par - tout de même diaoïècre & 
fermée hermétiquement en C ; faites couler du mercure juf- 
qu'â ce que la capacité B la plus balle du tube foit remplie $ 
Zc ayant appliqué ce tube fur une planche graduée, obfèr- 
Vez quel eft le nombre de divifibns compris entre £- ^ C 
Je fuppofe ici que ce foit huit pouces. Verfel du mercure 
dans la branche A B y juTqu'i ce que Fexcès de la hauteur 
du mercure dans A B y fur celle du mercure qui entrera dans 
J3 C y foit de vingt-f«pt pouces & demi environ. L'air qui 
occupoit d'abord toute la panie È C^ n'en occupera plus que 
la moitié. Si vous continuer de verfèr du mercure dans la 
branche A B y )ufqu'â ce que la différence des hauteurs du 
mercure dans les deux branches y foit de deux fois vingt-fepc 
'pouces & demi y ou environ ; Tair reÛant dans B.C n'occu- 
pera plus que le tiers de Bd il n'occupera que le quart, 
'û la différence des hauteurs eft de trois fois vingt^(èpt pouces 
& demi y ou environ 5 & ainfi de fuite. 

Cette expérience fait voit que Taîr fe comprime 
à mefure qu'on le charge, & qu'il fe comprime^ 
a très- peu près^ proportionnellement aux poids. 

.En effet, lorfqu'il n'y avoit du mercure que dans la ca- 
pacité inférieure By Ta! r contenu dans BCy érant de même 
nature que celui qui étoit dans A By étoit chargé de tout 
le poids de l'air qui répond verticalement à Tonverture da 

Zij 
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tube, n écoit donc chargé par un poids équlvalen: i une co 
lonne de mercure de vingt-(èpc pouces & demi caviron. Puis 
donc qu'en ajoutant ; encore une , deux , trois , &c. prelHons 
ièmbJables , il fe réduit , félon ce que nous venons de dire ^ 
ides efpaces deux fois, trois fbk,, quatre feis moindres que 
J^ ^ , il (è comprime donc , dans le rapport des poids qui le 
chargent. 

Quant au reflfort de Talr ; par un procédé in- 
verfe on s'afTure qu'il a lieu & qu'il augmente ï 
proportion de la compreffion , ou qu'il diminue ï 
proportion que la compreffion diminue. 

Car a l'on retire du mercure de dedans la branche A B , 
ovL verra l'air reprendre de l'étendue dans U branche C B^ 
& en reprendre d'autant plus , qu'on diminuera plus la pret^ 
fion ; l'air e(l donc non - feulement compreffible , mais dans 
quelqu'état de compreiEon qu'on le mette, il tend i (è rétablie 
Ml ï occuper un e(pace pkis grand » & tel que lorlque le poids 
qui le comprime diminue , l'efpace dans lequel l'air (e répand , 
xSl ï celui auquel il étoic réduit , comme le poids dont it 
^toit chargé dans ce dernier cas, eft â celui dent il eft chargé 
4^^ellement* 

555'. L'air que nous appelons naturel ou libre ^ 
jèfï donc dans une compreffion habituelle , & telle 
que s'il venoit à perdre tout-à«coup fa pefanteur, 
il tendrolt à s'écarter de toutes parts avec une force 
telle que la partie d'air renfermée dans un efpace 
comme i4 J5 C (Jîg, io8) ne pourroit être retenue 
:f[u'en appliquant à l'ouverture A une force égale 
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an poids d'une colonne de mercure qui auroit cette 
ouverture pour bafe , ôc 27 pouces & demi d» 
hauteur. 

336. Diaprés ce que nous a^ons dît C330) 
fur la diflPérence entre les fluides élaftiques & les^ 
fluides non élaftiques, on voit donc que l'air ren^- 
fermé de toutes parts dans un vafe , fait autant 
d'eiforts pour pouiTer du dedans au dehors» que 
Tair environnant en fait pour pouilèr du dehors 
en dedans ; & c eft-Ià ce qui fait que les corps ne 
cèdent point à la preflion conCdérable quKs éprou*^ 
vent félon ce que nous avons die 053)» 

337. Un tube tel que celui que nous avons 
décrit (333) Cjîg. 107) étant appliqué fur une 
planche graduée dont les divifions commencent à 
la ligne de niveau » ou à la furfàce du mercure 
dans le réfervoir , eft ce qu'on appelle le Bafomètrt^; 
parce qu'il fert à juger de la preffibn que Tair exerce 
fur la furface des corps , par la hauteur à laquelle 
le mercure refte fufpendu dans lé tube AB. 

Oti voir donc maîncenant poarquof cet iaflniment laarqar 
la mime hauceur dans un endroit feraié ,. comme dans un en-^ 
droû libre. Ceft que Kair renfermé exerce pat (on reflbrç» 
la même prt/lion fur le mereure contenu dans le réfervoir ^ 
que s'il agiiToit librement par Ton poids. 

538, Le mercure ne £e foutieot pas conftamk^ 

u^ 
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ment à la mç!ne hauteur dans un même lieu. II eft ^ 
è Paris, tantôt un peu au^deflfus de 27 pouces j^* 
tantôt un peu au-delTous; & cela, fclon que U 
comprtflion occalionnée ou par le poids, ou par 
le reiTort de Ta'lr , augmente ou diminue. Comme 
le refTort de Tair peut augmenter ou diminuer fans 
que Ton poids total augmente ou diminue, ainfî 
qu'il peut arriver par la chaleur ou par le froid; 
pn ne doit pas attribuer les. variations du mercure 
dans le baromètre, uniquement aux changemens 
du poids de Tair^ 

Q joi qu'il en foit, puifque ces changemens annon* 
cent que l'air eft en état de faire çquillbre à une 
colonne plus ou moins grande de mercure, & par 
conféquenc à une colonne deau plus ou moins 
grande; il faut en conclure que la plus grande 
hauteur à laquelle on nuifls élever Teau par le moyen 
d'une feule pompe, n'eft pas conflamment de 5^ 
pieds ; mais qu'elle varie félon la hauteur du mer* 
çurç dans le baromètre. 

^39. Si on porte le baromètre d'un lieu en un 
fiutre, plus élevé, ou plus bas; le mercure s'abaif- 
fera dans le premier cas, & s'élèvera dans le fecont'. 
Parce que h colonne d'air qui appuie fur le réfei» 
voir 9 étant plus courte dans le premier cas, & plus 
IdPgue d^n; 1q fççoiid > doit pefer moins dans le 
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premier Cas^ & plus dans le fécond; & par con^ 
féquent ne peut faire équilibre qu*à une colonne 
de mercure plus petite dans le premier cas, & plus 
grande dans le fécond. Ainfî, dans le premier cas, 
le tube fe videra un peu dans le réfervoir ; & dans 
le fécond , le réfervoir fournira le tube ; c'eft auffî 
ce que l'expérience a confirmé. Mais il faut obfervet: 
que ces variations ne font fenfibles qu*à des change*^ 
mens de hauteur , de quelques toife$. On peut dire ^ 
en gros , que 1 2 toltes de différence de hauteur ré* 
pondent à une ligne de différence dans le baromètre. 

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles oïl 
peut élever Teau par le moyen d'une feule pompe ^ 
varient fuivant les hauteurs auxquelles on eft élevé, 
& font proportionnelles à la hauteur du baromètre 
en ces endroits. 

340, Noas avons Jît qae Tair (e comprimok ilans la rai^ 
Ton des poids , à crès-peu prés. Quoique l'esp^rience d'après 
laquelle nous l'avoûs prouvé , donne le rapport des poids pour 
ce'ui ^cs compreflibjlités , & le donne aflèz eiaâemeac ; il i^ 
faut pas conclure cependant qu'il en (croit de même quel qao 
fût le poids dont on chargeât l'air* Il n'eft pas vrai&mblable 
qu'on puiflè réduire un volume quelconque d'air y i ôceopec 
un ef pace infiniment petit , en le chargeant continuellement ^ 
non plus qu'd occuper un efpace iolini , en dîoiiouant â pr^ 
iîon à l'infini* Cette extrême compre^Tibilicé , & cette exrrême 
dilatabilité ne (ont pas dans la Nature. Néanmoins lorfqn'il 
ne s'agit que de hauteurs mcdiocrtf ^ on peut fuppofer que 

Z iv 
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Taîr, â dîffireotes baateon, eu cosprimé dans la niCm ia 
poids donc il eft chargé , & par - Ji , on peut déterminer i 
peu prèi à quelle bauceur doit té tenir le baromètre , en vetra 
du poid tèul de l'air , à difEérentes hauteurs. 

En effet i nous avons vu ci-defliis (531) que D étant la 
pefanteor (pécifique ou la denfité i une hauteur quelconque, 
la preflion que l'air éprouvoit» ou pouvoit &ire éprouver en 
cet endroit, éion fD dx; donc fi on appelle h la hauteur 
du baromètre en cet endroit , & fi on repréfente par x la 
denfité du mercure , on ^\m /D dx = A, on plutÂt««.«» 
/^ Ddx =» A, parce que x croilGint , h diminue* 

D'un autre côté, puifi)ue Tair eft d'autant plus denfi*, qu'il 
eft plus chargé, fit denfité ou Ùl pefimteur Q>édfique aug- 
mente comme les poids dont il eft charge, ic par confëquent 
fi on appelle H la hauteur du baromètre au niveau de .l« 
mer, & /» la pefanteur (pécifique de Tair, i ce même niveau^ 

D H 

on aura H i h x : p i D; donc h ss ' 3 donc»*..* 

P 

H D 

f .mm D in t=a Difi&encions cette ^tia^n en ob- 

P 
fcrvant que p te H foot conftaos ; oa aura -^ Dix sa 

HiD ., . „ . dD —pi» . , . 

~ ; d ou l'on tire —7,— sss - ■ ; donc (100) 



P 



D H 



l D xs- ■ ^ ^ IC. Mais au niveau de la mer , c*eft« 
H 

«•dire , lorfijue x css o » on doit avoir D s=s p ; donc 
Ip ss IC i donc C =3 /i. On a donc ll> sss ■ /^ 

+ Ip ; d'où Ton tire / 2> — /^ =s — ~ , ou / s=s 

ri p 

— D ~/^* 

^,v— • ou enfin = e H j ^ ct^nç le nombre donc 

H p 
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le logarithme cft i (9^), On a donc D = p e H , Repre- 
nant <k>nc réquadon f^^Dd^c = A» & fubftltuanc pour 

J> la valeur, on aura h zs^ f '^ p e H dx\ iotégrale 

que (izi) l'on trouvera être He H ; donc enfin«»«.««««*. 

— P^ \ 

Ji.=z He H , ou /A = IH — —~^ qui donnera 

la hauteur h du baromètre, à la hauteur x au^deflûs du ni- 
veau de la mer , lorfqu'on connoicra (à hauteur H au niveaa 
de la mer, & la pefanteur fpécifîque p de l'ajr, i ce même 
niveau. 

Pour rendre cette exprefllon encore plus commode pour 
le calcul y on peut regarder »■ comme le logarithme d'un 

a 

certain nombre A ; Zc fuppofer i - r= lA. Alors on aun 

H 

lh = IH ^ lA zs:l JL^ 

A 

Mais il faut bien obfervér que dan5 l'équation ■ =s iA^ 

lorfqu'après la fubftitation des valeurs de p, x , Se H^ en, 

O X ^ 

aura déterminé — — & par cdnféquent lA^ct logarithme 

It 

eft le logarithme hyperbolique ^ ainfî pour trouver le nombre 
A par le moyen des tables ordinaires de logarithmes , il fau- 
dra convertir ce logarithme en logarithme ordinaire^ en le 
fiultipUant (88) par 0,4541^448 &c. 

tj 

A l'égard de l'équation lA =r / — — , quoique les loga- 

A 
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richmes qu'elle renferme Coitat iiyperboliques , on peut Ie4 
conCii^rer comme logarîchmcs ordinaires , parce que fi deut 
nombres ont des logarichmes égaux ^ dans un (yAême , ils au* 
rom encore des logarithmes égaux dans tout autre fyftème qui 
leur fera commun. 

Pour donner quelque application de ce que nous venons de 
dire, propofons-nous de trouver quelle doit être la hauteur 
dj baromècre au (bmmct du Pic du TcneYiffd ; c'eft-i-dire » 
de comparer cslle qui réfulteroit du calcul précédent , avec 
celle qu'on y a obfcrvée. 

La hauteur de cette Montagne a é:é trouvée de 1315^ 
pieds «^.e Paris, ou 1578^^ pouces au-dciTus du niveau de U 
mer. Au niveau de la mer, le mercure (è tenoit à vingt- fept 
pouces dix lignes ; & au fommet du Pic , il étoit a dix fcpc 
pouces cinq^ ligues 5 c*cft-â-dire que rexpcrîcncc donne h = I7P** 
5 lift*. Voyons ce que donne le calcul, 

La pcfanteur fpécifique de l'air c(l i pea près la 850* partie 
tt celle de Teau commune; & la pefanteur fpécifique de celle- 
ci eu d peu prés la quatorzième partie de celle de mercure* 
On a donc • %••••• 

850 X 14 ^" II^OO * 
X = iî78^6P«'. 

Donc .1I-- = r = 0,47^71 n q*^» «« » 

H \\900 X 17 

logarithme hyperbolique de ce que nous avons appelé A ; donc 
multipliant par 0,4343^^4^ > ^^ous aurons 0,1070346 pour le 

logarithme ordinaire de A, Donc / — ■- = I,x37530^> ^^^^ 

Ih =r ï|î.57n^^» 9"* ^^^^ ^^^ tables ordinaires répond a 
I7»z8. Donc h — 17^^' > iS = i?'** 3*'»' i» Or lobrcxva^ 
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eîon a <îonné ïyP^' 5*'*'; la difEércncc entre le calcul & Tob- 
icrvation n'eft donc que de i^'s^f. 

Au refle , cous ne devons pas didimuler qu'on ne doit pas 
regarder cette déterminarion , comme pouvant donner bien 
ezadlemenc la kauteur du baromètre, fur -tout à de grandes 
hauteurs^ i**. Parce qu'ainfî qr.c nous l'avons déjà obfcrvé « 
l'air ne (è comprime pas proportionnellement aux poids » â 
xoute diitance. z^. Parce qu'à des dîAances un peu confidé- 
râbles, la pe(4nieur diminue. 3*. Parce que la pefàuteur fpé- 
^ifique p de l'air , efl tr j«- yariable, 4^. Parce que les vaila- 
rions qui arrivent dans les hauteurs du baromccre , pouvant d 

dépendre en partie du refibrt de l'air dilaté par la. chaleur ^ 
ou condenfé par le froid , il faudroit cor.noiire l'^âion do 
ces caufcs , â diilérenres hauteurs. 5^. Parce que les vapeurs 
& autres corps étrangers dent Tair eft charge , peuvent 
pncore apporter beaucoup de modifications à cette détermi- 
nation. 

34 T. Une autre application que nous pouvons faire des 

mêmes principes , 6c qui a plus de lapport à nqire objet ^ 

parce qu'elle e(l propre i donner une idée de la réfiflancc 

que l'air oppo(e au mouvement des projectiles , ainfi que nous 

le verrons dans le volume fuit^ant ; c'efl pour déterminer la 

dcnfîté de l'air a différences hauteurs. 

— px 
D — ' — 

Nous arons trouvé ci - deffus 3= e H pour fex- 

P 
prefHon de cette dendté , H étant la hauteur du mercure dans 

le baromètre au niveau de la mer, ou au point d'où l'on 

compte les x^ 

m 

Soit a la hauteur à laquelle s'éièveroit Tatmofphére fî (on 
{>Di({s tçA^t le mcaiÇ|\elle avoit par- tout la m«o^e dexifini 
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p qu'au point d'od l'on compte les x. Oo auTa«.«««. ••••^ 

\ X H = pa% i marquant toujours ia peûnteur (péclfiqae 
du mercure. Subftîtuaac pour H (à valeur"^ a ^ on aura 

Z) ~ * 

donc SX ta y 5c par conSquent. •••••••»••«• 



A regard de la quantité a, elle dépend du rapport de la 
pefânteur (péci^que de l'air â celle de Teau , dans le lieu 
dont il s'agit; par exemple, fi la pefanteur fpécifique de raie 
cft à celle de l'eau : : x : $50, ainfi que cela a lieu dans les 
températures moyennes, & â des élévations pen confidérables 
au-deflTus du niveau de la mer ; alors l'air eft capable , par 
fa pelknteur moyenne , dt faire équilibre à une colonne dVaa 
de 51 pieds de hauteur \ ainfi la hauteur a (èra = 850 x jiP*' s=z 
171C0P»'. 

Ainfi fi Ton demande quelle Cèroit , dans ces miaies fuppo- 

£tions, la dcnfité à la hauteur de 1000 pîe Js , on aura 

— 1000 — 10 — 10 

D 



JD ss pc 17*00 ^i pt »7i , ou ss e *7* y 

D ^J 
& par conféquem log. — «i ^ Il £iut donc 

p 17* 

connoître le nombre qui a pour logarithme hyperbolique 
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y ou celui qui a pour logarithme ordinaixe 
»7» 

"^ X 0^4341^45 ; c'cft-J-dire , le iMmbre qui dans. 



X71 
les Tables ordinaires répond i — 0,015^5^3 ; c>ft 0,9^4 4 

D . 

peu près; donc — — c= o,p^4; d3nc.«««*«««».»*««*««^ 

P 
D : p z : i : o,p64 : : 1000 : 96^ : : ifo : 141 , c'eft- 

à'dircy qu'à 1000 pieds de hauteur , la dcnfité tù diminufe 
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âe rr* O" trouvera de même, qu'i la hauteur de looo toifès. 
Il denflié fêroic diminuée de^ i peu près^ c'eft-â-dire, de 
plus de •!• 

342. Après ce que nous venons de dire fur 
le poids & le reflfort de Tair, & fur la preflion 
des fluides en généra] , il eft facile d'entendre com- 
ment Teau s'élève dans les pompes. 

Il y a trois parties principales ï confîdérer 
dans une pompe. Les tuyaux^ les foupapes & les 
piftons. 

Le pifton eft un corps ABCD de bafe cîr« 
culaire (figures 109, iio & m)» qui peut 
parcourir la capacité intérieure du tuyau qu'on 
appelle earps de pompe y Se qui le remplit exaâe- 
ment en la parcourant. La foupape E eft deftinée 
a permettre & à fermer alternativement le paffage 
à Peau. Le corps de pompe eft le tuyau que par- 
coure le pifton. FCHK eft un autre tuyau lié 
au corps de pompe , & qui a fon extrémité infé- 
rieure plongée dans Teau dont je fuppofe que R S 
eft le niveau. 

Si Ton fuppofe qu'une puiftance P (Jig. lop ) 
appliquée à la tige du pifton , vienne à élever le 
pifton. L*air renfermé dans Tefpace DVKHGFC 
tendra , par fon reifort , à occuper Tefpace que le 
pifton laiiTera libre j il foulèvera la foupape E^ pouc 
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entrer dans le corps de pompe ; (on reftjrt dimi- 
nuera àmefure qu'il s'étendra. Il exercera donc fut 
la furface G H de l'eau un effort moindre que ne 
ùh l'air naturel, fur les parties environnantes RG, 
HS. L'excès de preïlion de la part de fair exté- 
rieur 9 fera donc monter de feau dans le tuyau G K 
à une certaine hauteur HAT^ jufqu'à ce que le poids 
de cette colonne , joint au reflTort ( e Tair reliant, 
foit égal au poids de Tair extérieur. Alors la fou* 
pape £ fe fermant d'elle • même ; fi l*on baiflfe le 
pifton, l'air contenu entre le pifron & la bafe TV 
du corps de pompe , augmentera de reffort â mefure 
qu'on baiflera ; il fera effort contre la bafe du pifton ^ 
& s'échappera , fi fon reflbrt étant devenu plus grand 
que celui de l'aîr extérieur, le pifton cft en même- 
tecips percé d'un trou recouvert d'une foupape L, 
qui puifle s'ouvrir , & fe fermer comme la première. 
Cet air une fols forti, la foupape L retombe, 
& fi l'on recommence à lever le pifton , l'eau s'é- 
lèvera dans FGHK, h une plus grande hauteur, par 
la même raifon que ci - devant j enforte qu'après 
un certain nombre de coups de pifton , elle gagnera 
k csorps de pompe , où étant une fois entrée , elle 
paftera à chaque abaiffement du pifton , à travers le 
trou dont il eft percé , en levant la foupape , qui 
fe fermant enfuite par fon propre poids , retiendra 
au-deftus d'elle, leau qui aura paffé, & que l'on 
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élèvera en iTiCme-temps que le pifton. Tel eft le 
jeu de la Pompe afpiranu. 

Quant à la Pompe foulante , voîcî fes tStts. 
Lorfqu*on fait defcendre le pifton PCD (Jig. iio) 
que je fuppofe, ici^ placé au-deffous du niveau de 
Teau RS y il fe fait un vide entre la foupape E 
qui eft alors fermée, & la bafe du pifton. Le poids 
de Teau agiffant conjointenfient avec celui de Tair 
extérieur contre la foupape L, fait pafTer Teau dans 
le corps de pompe. Lorfque Teau celTe d entrer , 
la foupape L fe ferme. Alors fi Ton remonte le 
pifton , il chaffe devant lui Teau qui eft entrée , 
force la foupape E de fe lever , & introduit Teau 
dans la partie TVYX. Le pifton une fois élevé, 
la foupape E fe ferme, & retient l'eau jufqu'à ce 
que , par une nouvelle opération femblable à la 
première , on en fafTe pafftr de nouvelle , qui 
s'élève dans TVYX à proportion du nombre de 
coups de pifton. Quelquefois le pifton eft placé 
au-deifus du niveau de l'eau; mai^ dans toute dif- 
pofition , cela s'explique d'une manière analogue^ 
Tel eft le jeu de la pompe foulante. 
. La pompe afpirante & foulante eft ainfi nom- 
mée , parce qu'elle réUnit les eflTets des deux autre^. 
Le pifton ABCD (fig. m) s'élevant, fait entrer 
leau dans l'efpace CDTVO par le moyen du 
tuyau FGHK, comme dans la .pompe afpirante ^ 



** 
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Tuisy lorfqu*!] s'abaifTe, il foula Teau contenue dans 
cet efpace, laquelle ne pouvant échapper par la 
foapape £ qui fe ferme d'elle - même » lève la 
foupape L» & pafle dans le tuyau MOmn. On 
peut varier beaucoup la conftruâion & la difpo- 
fitlon des parties des pompes ; mais leurs effets 
s^expliqueront toujours facilement, par ceux que 
nous venons d'expofer. 

345. Voyons maintenant les propriétés fonda* 
mentales de ces machines. 

Par le moyen de la pompe foulante , on peut 
élever Teau à telle hauteur que Ton veut, pourvu 
qu*on y emploie une force fuffifante. Mais Teftima- 
lion de cette force exige plus d*une confidération. 
Il faut avoir égard aux dimenfions du pifton & des 
tuyaux ; à la hauteur à laquelle on veut élever l'eau ; 
à la vîteiTe avec laquelle on veut l'élever» Nous n'exa- 
minerons point ici cette queftion» Quant i préfenc 
nous nous bornerons à quelques-^uns des élément 
qui peuvent fervir à la refondre. 

Il eft confiant que la puiflance néceflaire , pour 

élever l'eau à une hauteur propofée , doit du moins 

£tre capable de faire équilibre à la preÛion que la 

bafe du piflon éprouveroit , li lorfqu'une lame de 

fluide a atteint la hauteur propofée, le tout de- 

meuroit en équilibre. Ceft cette preflîon que nous 

allons évaluer ici. 

En 
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En général, la puiffance doit être au moins 
êâpable de foutenir le poids d'une colonne d'eau 
qui auroit pour bafe celle du pifton , & pour 
hauteur la diftance depuis le niveau de l'eau AS 
(Jigk iio) jufqu'i la lame fupérieure XY. 

En efifet, lorfque la bafe DC du pifton eft 
au - deflbus du niveau de Teau JR S ^ il efl vifible 
que la puiffance n'a p^int à foutenir la preffioa 
de Teau comprife entre RS Se DC ^ parée que 
cette preflion eft contre-balancée par celle de Teai^ 
environnante qui fe tranfmet par l'ouverture infé^ 
rieure du corps de pompe* La puiffance n'a donc 
à foutenir que la pref&on qu'exerce fur la furface 
Z)C^ le fluide compris entre AS & XF; Or cettç 
preflion doit s'eflimer par celle d'un feul filet qui 
auroit pour hauteur la diftance de il 5 à XY^ doit^ 
dis- je 9 s'eftimet par la preffioû de ce filetai ^répétée 
autant de fois qull y a de points dans DC^ elle 
eft donc en effet égale au poids d^une colonne 
d'eau 9 qui auroit pour bafe DC^ ic dont la hau* 
teut feroit celle de XK au-deffus du niveau de 
l'eau. 

Lorfque le pifton eft au^defTus du niveau fup4 
pofé en A' 6 s il ^^ évident que leau contenue 
entre £>C'& JR'S' ne charge point le pifton. 
Mais comme elle ne peut alors être fouteoue que 
par la preftlon que l'air extérieur exerce fur la 
Mécanique. L Part. " Â a 



570 Cours 

furface de Teau environnante , cette preûion cfe I ait 
ii*eft donc plus capable de faire équilibre à la preC- 
jflon de celui qui agit à la furface XY. Par confé- 
quent la furface JD C du pifton e(l furchargée d'un 
poids équivalent à la colonne d'eau qui auroit DC 
pour bafe , & dont la hauteur feroit égale à la dîf-- 
tance de DC à KSé Cette preffion jointe à celle 
qu'exerce fur DCy Teau contenue entre JDC ic 
XY, 6c qui a pour valeur le poids d'une colonne 
d'eau qui auroit D C pour bafe , & dont la hau'- 
teur feroit égale à la diftance de D C â XY, fait 
donc , encore » le poids d'une colonne d'eau qui 
auroit D C pour bafe , & dont la hauteur feroit 
celle de XF au-deifus du niveau R' S" de l'eau* 

344. A l'égard de la pompe afpirante; pour 
juger de fon effet , il ne fuffit pas d'évaluer la puif- 
fance ^ il faut examiner , avant tout , fi Teau pourra 
parvenir jufqu'au pifton ^ de même s'élever au-deffus; 
car il y a des circonftances où l'eau peut s'arrêter 
à un certain terme , quelque nombre de coups de 
pifton que l'on donne. 

Four comprendre ceci, imaginons que l'eau 
fôit déjà parvenue eu / {flg. lop), la Situation 
aâuelte du pifton étant la plus baife qu'il puiife 
avoir; & fuppofdns^ pour plus de {implicite, que 
!a pompe eft d'une grofleur uniforme par •tout; 
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îl eft claîr que Tair compris dans Pefpace CDIZ , 
eft de même force , de même refTort , que Tait 
extérieur (du moins abftraâion faite du poids 
de la foupape L, & de la réfîftance de fon 
frottement). Car s'il avoit plus de refifort, il 
6*écbapperoit en levant cette foupape» Concevons 
maintenant que le jeu du pifton , ou l'étendue 
qu il parcoure à chaque levée ^ foit D 0» Lorfque 
la bafe CD fera arrivée en QO, l'air qui occu** 
poit Tefpace CDIZ^ tend à fe répandre dane 
lefpace QOIZ ; & fî Teau ne monte pas da van« 
tage^ il s'y répandra en efiet* Alors fon reflforl 
fera moindre que celur de Tair naturel ^ dans le 
irappoft de CDIZ k QOIZj ou dans le rapport 
de DI k OL Donc II cette force de reifort» 
jointe au poids de la colonne d'eau qui auroit^ 
pour hauteur» la cUftance de Z/ à A S , fait u» 
poids égal à 52 pieds d'eau eti hauteur » qui eft 
l'effort que l'air peut exercer fur la furface de l'eau 
en RS5 il eft clair qu'il y aura équilibre » & que 
l'eau, ne montera plus ; fi ce poids eft plus grand 
que 3 2 pieds » elle retombera avant que la fou« 
pape £ puiiïe fe fermer ; & si\ eft plus petit que 
32 pieds» l'eau continuera de monten 

Voyons donc comment 00 peut détermiaer ce 
poids« 

NoiofflOfis h la kaocenr depuis le polût O Jufqn'aa aircaa 

Aa ^ 
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m 

RS; i le ;ca é\i pîfton , ou rcfpacc D O qu'A parcoure j 
a? la didance OL Nous aurons />/=:x — i^l^la hau- 
teur du point / fera A — jc. 

Puifque l'air renfermé dans CDIZ^ a le m&me reflôif 
que l'air extérieur ; fa force pemt donc être mcfurée par une 
colonne d'eau de 31 pieds en hauteur; aind puifqnc celle de 
cet air répandu .dans Tefpace QOIZ^ doit être moindre, 
dans le rapport de DI i O I^ cette force (èra le quatrième 

termo de cette proportion je : x — - < : : 31 : l 1 1^ 

X 

lUals la force que l'eau comprife entre ZI & RS^ exerce 
eontre la predîoa extérieure de l'air, eft mefurée par la hau- 
teur h ^^ X i donc celle du reflbrt de l'air répandu dans 
re(pace QOIZ ^ jointe à celle du poids de l'eau comprit 
depuis / Z jufqu'en KS ^ ferme un poids total de 

^ 1- .4. h — X. Or pour que leau puifle 



K 

toujours monter, il faut que ce poids (bit moindre que celui 
d'une colonne d'eau de 3 » pieds ; donc iî l'on nomme y , ce 
dont il efl moindre , on aura. •••••••••••••• ••••«•• 

3ifjc — i) , jt \ i. 

^ 1 1- -4* h — X = }i — y ; dou Ion tire 

X 

9^^%2^hx^^xx === — xyi & par confisquent 

,. = 1^ + iy T J/^[ (^^y - îW]. 

f 

Pour que l'eau s'arrête , il eft clair qu'il faut que y fok 
ttéro. "Et comme on a alors jf=rjA±|/($^^ — 3*')» 
dont les Aeux valeurs font réelles û ^ hh eft plus grand 
q[ue 3% i > on peut donc dire que lorfque le carré de la mouie 
di la plus grande hameur de la hafe du piflon , au-deffus 
du niveau de Veau ^ eft plus grand que }> /ais le Jeu dm 
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f^ijhn i il y a toujours deux pohus oà teau peut s'arrête f 
dans la pompe ajpirantc. EnCotie que la pompe doit être 
réputée mauvaife y C\ le piftori iorfqa'il eft le plus bas , fe uoayo 
entre ces deux points. 

Mais (î 3 1 i eft plus grand que i h h y les deux raleuts 
de X que Ton a en fuppofant y == o , dévie uneiit imagl-* 
oaires ; ce qui annonce que dans une pompe . conftruice (ul« 
vanc cette condition , il eft impofTible que y foit zéro ; donc 
la prefllon de l'air extérieur fera toujours plus forte, le Peaa 
De s'arrêtera point. Donc, pour que la pompe afpirante pfo* 
duife infailliblement fou effet , // faut que le quarr^ de Ui 
moitié' de la plus grande hauteur du piflon au - deffuà 
du niveau de leau , foit plus petit que 3 1 fois le jeu dià 
pifton^ 

Si de l'équation — 31/ -h hx — xx =3 — «y, ^ad 

nous avons trouvée ci-deiTus, on tire la valeur àt y^ pn aurt 

xx — hx -^ 22 i 
y= ^ . 

Concevons maintenant que AB (fig* 112 & 113) repr^ 
iêniant la plus grande hauteur du pîfton au-delTus du niveatt 
de l'çau , 8c A jD le jeu du piflon , on donne fucceffivement 
â :c ^ pour valeurs , les dîHcrentes parties A P de la ligne 
A B ^ &i que l'on porte fur îçs perpendiculaires P JK^ les. 
vareurs de y qui réfuhcront de ces fubditusions ; on aura une 
courbe MMC y qui (f^jg^ 1 1 > ) tant que \hrh fera plus 
grand que 31 i, coupera A B ^^ deux points l 9l V ; enforte 
qu'il y aura A^% ordonnées PM% de part fie d'autre de A B^, 
les ordonnées, qui font i la droite, marquant les valeur» 
pofuivcs de j^ ; & celles qui font â la gauche ,. marquant les 
^eurs ncgarives* 

Qa vûl: donc- que tant que \ h h efl phis grand que %xif 

A a ii] 
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Ja prefioa de l'air extérieur eft toujours h plus ferte jufqu^i 
et que Teau aie arteint la Kauteor BT, Qu'i ce point ella 
s'arrêtera (abdraâion faite du mouvement acquis), parce 
que la valeur de y eft feéro. Mais fi Teau par fon mouve* 
pxcai acquis « p^fle la hauteur B l\ parvient à quelque point 
entre I U I\ elie ne pourra s'y arrêter , mais elle defcendrt 
( en fuppofant que la (bupape ne s'y oppofe pas ) parce que 
la valeur de y étant négative, marque que la preiCon de 
l'air extérieur eft pins foible, que les efforts réunis de Teavi 
êc du refTort de l'air intérieur. Si l'air atteint la hauteur du 
point /, elle pourra s'y arrêter par la même raifbn que ci* 
^elTus. ]\1ais fî elle pafle une fois le point l y alors il n'y a 
plus â craindre qu'elle defcende , parce que \ts ordonnées 
P M comprifes entre A Bi J étant toutes podrives , font 
voir que la prelTîon de l'air extérieur eft toujours la plus 
^rre , depuis la hauteur di; point /, jufqu'i celle du 
*>oi«t A. 

Lorfqu'au contraire la valeur de \hh eft plus petite que 
ji i (fig* I >3 ) > la courbe ne coupe plus Tai^e A B ; toutes 
ibs ordonnées P M font pofitives ; la preflîon de l'air exté- 
rieur eft donc toujours la plus forte. Il n'y a donc pas d'mrrât 
^ craindre. Ce qui ^pnfiruae & éclairent ce que nous avons 
4it ci-delTtts* 
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34^, Si la pompe arpirante étoît établie à unç 
hauteur ou à une profondeur fenfiblement diffé- 
ente de celle à laquelle le poids de Pair eft équi*' 
valetic à une colonne d*eau de 52 pieds ; il faudroit ^ 
dans tout ce que nous venons de dîre^ mettre 
moins ou plus de 32 pieds. Ce moins ou plua( 
ïseut fe dçrerminer psir Iç bajromètrc ^ en comptant 



\ 
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dutant de fois 14 lignes de plus our de' moins à 
regard de 52 pieds, que le mercure marquera de 
lignes au-defTus , ou au-deifous de 27 pouces {. 

Daas ie calMl précédent » nous avons regardé la pompe ^ 
Comme fi elle étoic d'une groilèur uniforme; lorfquVUe ne 
l'eft point, comme dans la fig. 109 , la folucion n'eft pas 
plus difficile pour cela. Pour calculer Tefiort de Tair intérieur^ 
lorfqu'on ruppofè que l'eau n'eft pas encore dans le corps de 
pompe XF; lorfqu'elle eft en JUN^ par exemple , il faut faire 
cette proportion ; l'etpace Q O FNMTQ xCDVNMTC 
: : jiP font à un quatrième terme , qui étant joint ad poid^ 
de la colonne d*cau qui a pour hauteur NH^ doit enfuite 
écre égalé i 31 — - y^ comme d-deflus. Au furpius, qvand. 
le tuyau d'afpiration FG ctt d'un diamètre plus petit quq le 
corps de pompe , fi la condition que nous avons exigée ci-^ 
defliis A lieu, la pompe ne peut maç/pier d'avoir (bn eSct^ 
car l'air fe dilate encore plus facilement dans celle- d , que fî 
elle^étoit d'une groflèur unifdime* 

345« Quant à ^effort dont la puiflânce doit 
être capable pour foutenir Teau à une hauteur d^ 
terminée XY (Jig. 105); il fe mefure, ainfi quo^ 
nous lavons vu pour la pompe foulante ^ par te 
poids d'une colonne d'eau qui aucoit pour bafe la 
bafe P C du pifton , & pout hauteur celle de XT 
au - deffus du niveau RS. ( Nous fàifons abftrac*^ 
lion du frottement & du poids du pifton ). Cela 
fe démontre par un raifonnement femblabhe à 
celui que nous avons employé pour la pompti 

A a iv 
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foulante , lorfque le pifton eft au*deflus du mvttU 
lie leau A'S^ (fig. fio). 

547. La pefanteur & le relTort de Tair fervent 
h expliquer beaucoup d'autres faits : nous nou$ 
|>ornerons à en rapporter quelques-uns. 

Si daos un va(ê od îl y a ic Vczu y ou tout autre fluide ^ 
on pionge (fig. 114) la branche la plus courte d'un tube 
recourbé DE F (qu'on appelle fiphon); & qu'on afpire, 
en fuçant ou autrement, l'air contçnu dans ce fipben; l'eaa 
montera êz Ibnira par F, îufqu'i ce que, dans le valè, elle 
foie defcendue i Tou^erture 2}. 

La railbn de ce fait efl: que lorfqu^oQ « (ait Comt l'air 
renfermé dans DEFj Ja pre/Iîon de l'aie extétîeur agit fut 
la furface j4 B ^ force le fluide de monter dans le fiphon *, 
fie de s'écouler par la branche EF, Et quoique lorfque Té* 
coulement eft commencé, l'air prefle le fluide au point F\ 
livec une force égale , â très - peu près , â celle qui preflè la 
furfàce de l'eau dans le va(è ; néanmoins la lame JP eft psefl2e 
tu fcns contraire, par toute la colonne d'eau JF, cette cc« 
Jpnne do^t donc tomber, mais en tombant elle tend â 6ire 
pn vide en 1 qui ne peut m^nquçjr d'é;re rempli par raâio9 
pujours prcfente 4ç la preflion ^ l'air fur la furface de l'eay 
*^^a*is le vafè. 

On voit, par ce rai(bnnement , que pendant Técoulemenc, 
l'air n'agit qu^avec un eiFort proportionnel à la différence IFàc 
.|iiveau entre F & la furface de Teau ^zn$ le vs^fê ; enforte que 
récqulcmcnc fera (i'?^u<?^°c p!^^ prompt , que les deu^ branches 
0u (iphon différeront davantage ^ ainfi (î F & 2> étoient de 
piveau, l'éçoulemen^. n'auroit pas lieu. On dit communément 
fluç la branche £F doit être pltls longnc que h branche £ Pj; 
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mais on voir qu'en s*exprjroant ainfi , on doit entendre que la 
kauceur verùcaie de E au-deflus de F« doic êcre plus grandd 
que ceHe de E au-delTus de D. La longueur ab(blue n'y fait 
rien. On pourroic rendre D E beaucoup plus longue que EF ^ 
en contournant DE de diverfes nunières; tant que le point 
/> fera plus haut que F^ le fluide s'ëcoulera jufqu'i ce qti'il 
fojt arrivé en 2>, pourvu que la hauteur de J? au-deiTus 4^ 
/> ne pafle pas 31 pieds* 

348. Lorfqu'en appliquant les lèvres i l'ouvcrtare d'un flacon » 
on alpire la liqueur qui y eft conrenue, les lèvres s*appliquent 
forcement fur les bords de l'ouverture j & on a d'autant plus 
de peine i les dégager, qu'on a afpiré plus forcement* 

Ceft qu'en afpîrant une partie de l'air contenu dans le flacon, 
•n diminue le reflbrt de l'air reflanc, à proportion de ce 
qu'on en diminue la quantité ; il n'ed donc plus en état 
d'opj^ofèr du dedans au dehors une prefllon égale à celle quo 
l'air extérieur exerce du dehors au dedans. Cette différence 
peut aller jufqu'à faire cafler le flacon , (ûr-touc s'il cSt plat« 

34P» Par une raifbn (èmblabley on explique pourquoi on a 
^e la peine à ouvrir un (oufHet lorCj^'on en (touche l'ouverture^ 
C'eft qu'çn écartant les panneaux , l'air intérieur Ce répani 
dans un plus grand sfpace , & diminiie de reflbrt i proportion ; 
l'air extérieur preffe donc plus du dehors au dedans , que i'aif 
{i^ri^riçur ne preiTe du dedans au dehors. 
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TABLE DES Pesanteurs spécifiques 
des Matières qui font le plus d'ufage, 

AVERTISSEMENT. 

JLéES nombres qui correfpondent à chaque efpècâ 
de matière dans la Table fuivante 3 marquent le 

• 

rapport du poids d'un volume quelconque de cette 
matière ^ à un pareil volume d'eau de pluie ; & 
celui-ci ejl repréfenté par l'unité. Le poids d'un 
pied cube d'eau dû pluie ^ efi de jo^ ; ainji pour 
conclure de cette Table le poids en livres ^ iun pied 
cube d'une autre matière quelconque j on multipliera 
par yo j le nombre quij dans cette Table ^ correfponi 



à cette matière. 



Par exemple ^ le nombre qui répond au mercure > 

^fi 'J»59J i '' fis^'fi^ V^^ '^ mercure pèfe 13 foif 
& ~~7« de fois autant que l'eau. Multip fiant ifj$9} 
par 70 j on aura 95 1 ^^5 1 ou à peu près 95 1-^^- pour 
le poids d'un pied cube de mercure. 

PZSANTEURS SPÉCIFIQUES de quelques CorpS 

folides. 

Acîer flexible ou non trempé •••••••••••••• 7}75^» 

Acier trempé •••• 7>704- 

AluQ«. ••••••••,•••••••••••«••.••••• î|7i4« 
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Antlmoîne d'Allemagne • •• 4,000» 

AociiDoine de Hongrie. • •••••••••••••••••••••• 4>70o« 

ArdoKè bleue • .••••••••••••••••••••••••••••• 3>loO« 

Argent de coupelle ••••••••••• •••• ii^o^i« 

^^&^^ •• 1,929, 

3ols d'Aulne ••••••••••• •••••• o,l30« 

ic Buis ».^ •••.••••• i>030« 

de Bréfil. ,• ^ ..^ 1,030: 

<le Cèdre « , i,^i3« 

de Chêne verd ., , ••••••. i»X43« 

de Chêne fec •••••,•.. «••••••• Oy857« 

d'Ébène •••» i>t77. 

d'Érable « 0,75 5« 

Je Frêne ^. 0,84^ 

de Gaïac , i,337« 

Je Hêtre ,., 0,8^^ 

de Noyer,. ., , •••••••• o,éoo. 

d*OriTie« •.••••••»•••«••••••••••,••••«••• o,^oo« 

à'Oficr •••••• 0,^43. 

de Sapin ...^ •••••••••••••• o,5^o« 

Borax ; 1,720* 

Brique,.,, ^ ,.., 1,8^7. 

Caillou • ^ . i,(42. 

Charbon de terre, ,« î>240» 

Cinabre naturel ,,,••••,•,, •••«•• 79300« 

Cinabre artificiel, • •••••• ••«••• S,2oo« 

Cire jaune ,••*,••,•,..••,.•,,,.•••••,•••••,, o,9p5« 

Corne de Bœuf • ,•••,•••• i,840« 

Corne de Cerf .,,., ,,...,,,,,o 1,875, 

Cuivre jaune , 7,829, 

Cuivre rouge P,iî7* 

t.mn pur «,,.••,»,,•,«,«,.• •,,«•«.«« 7}3%o» 
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écaln allié ^'Angleterre ••••• « •••• 7*47'' 

Fer fondu ••«. • 7f^^^* 

Fer forgé •• , 8,t8^« 

Gomme arabiqae •...••• i>)7f • 

Ivoire •••• i>8a5. 

Licharge d'or ••••• •••• 6,ooo« 

Lithargc d'argent •• ••••••• ^»o44« 

Manganèze ••••••• • 3»53^* 

Marbre • i>700. 

Mercare .• • •••• •• . I3>ff 3- 

Nhre. «^ • •• r,^oo. 

Nhre rédak en Tel fixe, par le feu *»74î« 

Or d'EITai on de Coupelle* • • • • i^,640« 

Pierre calamlnalre ••••••••.••••••••••••••••••• 5}Ooo, 

hémaûie ou fanguine •• 4i36o« 

à fufîl, opaque •« ^S4^< 

à (uCû , craufparence ••••» ••••••. 1,^41 • 

de Liais • ••••• 1,37 1« 

de Sainc-Leu ••••••••••• ••••••••• 1,645* 

Plâtre « • • t>ii9« 

Plorab 11,818, 

Poix • • i»i50« 

Poudre de guerre • • • o>pi 4. 

Sable de rivière. ••••••••••••••••••••••••••••• 1,900. 

Sel Gemme • ••••••••••••••••• • 29^43* 

Soufre vif. • ••• ••• • t,ooa« 

Soufre commun ••••• •••«• i,8oa« 

Verd-de-gris , 1,7 14« 

Vcçrc blanc . , 3 » M^^ 

Vicriol d'Angleterre. ««••»•«••%•««• t «».••« t • « • • l^^i^ 
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Pesanteurs fpècifiqucs de quelques Fluides. 

^îf ••• ••••••••••••••••••••••••••••• 0,00 1 f • 

Eau de pluie. •••••••••••« •.•••• .«,. x^ood. 

difilllée • • • . • 0^991^ 

de linère* ••••••••• « • i,oo^. 

àt mer ••••*••• ••••••••••• X903o« 

^^e^^ •.... i,»34. 

flirte • •••••••••• • • x,3oo« 

E{prlt de nitrê.««.,««, ••••••• ïfjt^* 

reôifié ••••••.•••.• «.. x,6io. 

de Sel marin.«,«..«.,.,.«««,, ««,.«,««,. i>X3o« 

de Tartre , , i^orj. 

de Térébenthine ..••••.••...•••,. 0,874. 

de Vin,reâifié • •••••• ofi66. 

de Vitriol ♦.... , ï^xoj. 

Huile àt Lin*. •••••••..••••• o^^^t. 

à"0\vrt , ,. 0,913. 

de Térébentlûne. .•....•• .••.... o,7^i. 

Vin de Bourgogne o,9îj. 

Vinaigre de Vin...., , 1,0x1. 

Vinaigre difiillé«... ..••••••«•••.••••., .,,,.« x,03«» 
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